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1. Den Ort eines Punktes bestimmt die Geometrie, indem 
sie seine Lage gegen andere Punkte , Linien oder Flächen angibt« 
Aendert ein Punkt seinen Ort, also seine Lage gegen die betrach- 
teten anderen Punkte, Linien oder Flächen, so sagt man jener 
Punkt sei in Bewegung gegen diese Punkte, Linien oder Flächen; 
ändert er aber seine Lage nicht gegen diese, so sagt man er sey in 
Ruhe gegen diese. Diese Bewegung und Ruhe ist also immer eine 
relative, d. h. eine, welche sich bezieht auf die Lage anderer 
Punkte. Absolut in Ruhe wäre ein Punkt, welcher seinen Ort 
im Räume überhaupt nicht ändert; wir haben aber keine Mittel zu 
untersuchen, ob das bei einem Punkte der Fall ist, und alle Punkte, 
welche uns erscheinen, müssen wir auf die Lage bestimmter Punkte 
beziehen, von denen wir nicht behaupten können, dass sie ihren 
absoluten Ort nicht ändern, also jene Punkte relativ gegen diese 
betrachten. 

2. Bei der Bewegung eines Körpers kann jeder Punkt eine 
von den Bewegungen anderer Punkte des Körpers verschiedene Be- 
wegung haben; man wird daher als- das einfachste zuerst die Bewe- 
gung eines einzelnen Punktes betrachten. Bewegen sich etwa alle 
Punkte eines Körpers ganz in der gleichen Weise, so wird die 
Kenntniss der Bewegung des einzelnen Punktes zugleich die Kennt- 
niss der Bewegung des Körpers in sich schliessen; so kennt man 
z. B. die Bewegung eines fallenden Körpers , welcher sich nicht 
dreht, vollständig» wenn man die Bewegung eines seiner Punkte 
kennt. • 

3. Die Bewegung eines Punktes heisst geradlinig, wenn 
der Punkt eine gerade Linie durchlauft. 

Holtzmann, tlieoret. Mechanik. * 
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4. Die Bewegung eines Punktes heisst gleichförmig, wenn 
der bewegte Punkt in beliebig gewählten gleich grossen Zeiten 
gleich weit kommt. , 

5. Die Erfahrung lehrt, dass ein bewegter Punkt, so lange 
nicht äussere Ursachen auf ihn einwirken, sich geradlinig und 
gleichf[5rmig fortbewegt. Diess ist das sogenannte Trägheits- 
gesetz. So oft wir sehen, dass die Bewegung eines Punktes nicht 
gleichformig>, oder nicht geradlinig ist, oder beides zugleich nicht, 
so müssen wir annehmen, dass eine äussere Ursache da ist, welche 
den bewegten Punkt veranlasst,' sei es die Geschwindigkeit zu 
ändern» oder die Richtung oder beides. 

Diese äussere Ursache nennen wir eine Kraft. 

.6. Die Wirkung einer Kraft besteht also entweder in der 
Aenderung einer Geschwindigkeit, oder in der Aenderung der Rich- 
tung einer Bewegnpg; es wird aber auch der Fall vorkommen, dass 
mehrere äussere Ursachen , Kräfte , zugleich einen Punkt bewegen 
wollen, und hier kann nun die Wirkung einer Kraft auch darin be- 
stehen , dass durch sie die Wirkung einer andern Kraft aufgehoben 
wird. Heben' sich die Wirkungen der Kräfte, welche auf einen 
Punkt wirken, gegenseitig auf , so wird dieser -Punkt sich bewegen 
als ob gar keine Kräfte auf ihn einwirken, also geradlinig und 
gleichförmig, worin als besonderer Fall die Ruhe mitbegriffen ist. 

f. Sehen wir Kräfte an ieinem Körper die ohne sie bestehende 
Bewegung nicht ändern, so sagen wir, sie seien an diesem Körper 
im Gleichgewichte. . 

8. Die Lehre von der Bewegung heisst Mechanik. Sie hat 
zwei Aufgaben zu lösen, nämlich erstlich die Beschreibung der statt- 
findenden Bewegung zu geben , und zweitens den Zusammenhang 
zwischen der Ursache der Bewegung, der Kraft, und der Bewegung 
festzustellen. Man unterscheidet wohl die beiden Theile der Mecha- 
nik, welche diesen Aufgaben entsprechen, in der Phoronomie und 
Dynamik. Sieht man z. B. einen Puid&t in einem Kreise sich be- 
wegen, und hat man dabei erkannt, dass dieser Punkt in gleichen 
Zeiten gleich weit kommt, dasser in jeder Secunde 3*Fus& weit 
kommt, und dass der durchlaufene Kreis einen Fuss Halbmesser 
hat, so ist durch diese Beschreibung der Bewegung die Aufgabe der 
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Phoronomie vollständig gelöst. Fragt man aber nach der Kraft» 
welche diesem Pnnkte diese Bewegung ertheilt, so ist diese Frage 
zu beantworten Aufgabe der Dynamik, welche antwortet, der Punkt 
wird in jedem Augenblicke durch eine an Grösse sich gleichbleibende 
Kraft nach dem Mittelpunkte des Kreises hingezogen oder gedrückt» 
deren Grösse die Dynamik noch weiter bestimmt. 

Von der Dynamik trennt man noch den besondern Theil ab, 
in welchem die Kräftewirkungen sich gegenseitig aufheben, also die 
Kräfte im Gleichgewichte sind , als die Lehre vom Gleichgewichte! 
welcher man den Namen Statik gegeben hat. 

Gleichförmige geradlinige Bewegung. 

9. Die gleichförmige und geradlinige Bewegung eines Punktes 
ist vollständig bekannt, wenn man die Richtung der Bewegung 
kennt, und den Abstand, welchen der bewegte Punkt zu zwei gege- 
benen Zeiten in dieser Richtung von einem gegebenen Fixpunkte 
aus erreicht hat. Ist z.B. gegeben, dass der Punkt sich in der ge.- 
raden Linie AB bewegt, und dass er zur Zeit t^ den Abstand Sq 
von A gegen B gemessen erreicht hat, und zur Zeit t| den Abstand 
Sj, so weiss man, dass er in der Zeit ti— tg den Weg Sj— s© durch- 
laufen hat, also in jeder Zeiteinheit den Weg 



wofür ich c setze, durchlauft. Zur Zeit t ist daher sein Abstand 
von A =So -hct. 

10. Unter der Geschwindigkeit versteht man bei' der 
gleichförmigen Bewegung, den in der Zeiteinheit durchlaufenen 
Weg; bei der vorstehend betrachteten Bewegung ist daher die Ge- 
schwindigkeit S^ — Sq _ 

Der bewegte Punkt geht dabei in der Richtung von A B , nach wel- 
cher die positiven Abstände gemessen werden, wenn die Geschwin- 
digkeit positiv ist, dagegen in der Richtung BA,' wenn die Ge- 
schwindigkeit negativ ist. 

11. Ist die Geschwindigkeit gegeben, mit welcher sich ein 
Körper von A nach B hin gleichförmig bewegt, gleich c, «o weiss 

1* 
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man» dass er in einer Zeiteinheit durch den Weg c, in t Zeiteinhei- 
ten durch et kommt; um nun zu wissen, wo sich der Körper, Punkt, 
zur Zeit t befindet, muss noch gegeben sein, wo er sich zu irgend 
einer Zeit in der Linie AB befindet. Weiss man, dass er zur Zeit 
to iü dem Abstände Sq von A gegen B war, so hat man seinen Ab- 
stand yon.A zur Zeit t 

s = 8o-hc(t— 1(^). 
Ist Sq der Abstand, welchen der Punkt in dem Augenblicke 
hatte 9 von welchem man anfing die Zeit zu zählen, also für t==o, 
so ist s = So 4- ct. 

So heisst dann der anfängliche Abstand. 



Erstes Buch. 
Kräfte an einem Funkte. 



Statik der Kräfte, welche auf einen Punkt 

wirken. 

12. Hier ist zuerst festzustellen, was zur Kenntniss einer 
£[raft nothwendig ist. 

Eine Kraft, welche auf einen in Ruhe befindlichen Ponkt wirkt, 
wird diesen , wenn andere äussere Ursachen nicht vorhanden sind, 
in Bewegung setzen, und der angegriffene Punkt wird sich nach 
einer bestimmten Richtung fortbewegen. Die Richtung , in welcher 
der Punkt anfängt sich zu bewegen, nennen wir die Richtung 
der Kraft. * - 

13. Lässt man zwei Kräfte von entgegengesetzter Richtung 
zugleich auf einen Punkt wirken , so wird der Punkt in einer der 
beiden Richtungen fortgehen, und wir nennen diejenige Kraft dio 
grössere, welcher der Punkt folgt. Es werden aber die Kräfte auch 
80 gewählt werden können , dass der Punkt weder der einen noch 
der andern dieser Kräfte folgt, sondern in dem Ruhezustande bleibt, 
in welchem er vor dem Angriffe bdder Kräfte war; dann sind diese 
Kräfte im Gleichgewichte und man nennt &ie gleich gross. 

Lässt Alan zwei gleich grosse Kräfte nach derselben Seite und 
Richtung hin auf einen Punkt wirken , nach der entgegengesetzten 
aber eine einzige Kraft, welche mit jenen beiden im Gleichgewichte 
ist, 80 ist diese Kraft zweimal so gross als eine von d6n ersten. 
Auf gleiche Weise kann man die drei-, vierfache etc. Kraft 
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bestimmen, die Ejräfte unter sich ihrer Grösse nach vergleichen, 
messen. 

Dieses Messen der Kraft genügt fnr die Untersuchung des 
Gleichgewichtes, flir die Statik. 

14. Aus dieser Erklärung folgt unmittelbar, dass man zwei . 
nach einer Richtung wirl^ende Kräfte durch eine Kraft ersetzen 
kann, deren Grösse gleich der Summe jener Kräfte ist. 

15. Eine Kraft, welche mehrere andere ersetzen kann, heisst 
die Resultirende dieser. Die einzelnen Kräfte heissen die Com- 
ponenten der Resültirenden. 

16. Die Resultirende zweier direct einander entgegenwirken- 
der Kräfte ist die Differenz dieser Kräfte; sie hat die Richtung der 
grösseren Kraft. 

Um diesen Satz mit dem in (Nr. 14) ausgesprochenen in einen 
Satz zusammenfassen zu können, und um unabhängig zu sein von 
der Frage, welches die grössere Kraft ist, nimmt man von zwei 
direct entgegengesetzten Kräften die eine als positiv, die andere 
als negativ. Dann ist ihre Resultirende die algebraische Summe 
beider,* sie liegt in der Richtung der positiven oder der negativen 
Kraft, je nachdem diese Sunmie positiv oder negativ wird. 

Die Resultirende mehrerer Kräfte, welche an einem Punkte 
wirken, und deren Richtungen in eine gerade Linie fallen, ist die 
algebraische Summe dieser Kräfte , wenn man die nach einer Rich- 
tung wirkenden Kräfte als positive, die nach' der entgegengesetzten 
Richtung wirkenden als negative Kräfte in Rechnung bringt. Die 
Resultirende geht nach der ersten oder der zweiten Richtung, je 
nachdem die algebraische Summe- der Componenten' positiv oder 
negativ ist. 

17. Wirken zwei Kräfte E und Q nach verschiedenen Rich- 
tungen auf einen Punkt m, so wird dieser eine Bewegung annehmen, 
welche in der Ebene P, Q liegt, weil der Grund für das Austreten 
aus diesej Ebene nach einer Seite hin ebensa für die andere Seite 
der Ebene P, Q vorhanden wäre. 

Lässt man auf den Punkt m eine Kraft nach der Richtung der 
eintretenden Bewegung wirken, so wird diese bei geeigneter Grösse 
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dieselbe Bewegung für sich allein dem m mittheilen , welche anter 
der Einwirkung jen«r beiden Kräfte P und Q eintritt Diese Kräfte 
lassen sich also durch eine einzige ersetzen, von der wir wissen» 
dass sie in der Ebene der beiden Kräfte P,Q liegt. 

18. Lässt man in der Richtung von P ein zweites P und in 
der Richtung von Q ein zweites Q wirken, so wird man das erste P 
und Q durch eine Resultirende R ersetzen können, und ebenso das 
zweite Paar P und Q. Die beiden Resultirenden R werden in die- 
selbe Richtung fallen und also für sich eine Resultirende 2 R geben. 
Nimmt man also statt der Kräfte P und Q die doppelten 2 P und 
2 Q , so behält die Resultirende noch dieselbe Lage und wird dop- 
pelt so gross als die ResHlti]:ende der einfachen P und Q. 

Ebenso geben nP und nQ die Resultirende nR in derselben 
Richtung wie R, oder wachsen die beiden Componenten in demsel- 
ben Verhältnisse, so behält die Resultirende ihre Richtung und 
wächst in demselben Verhältnisse. 

Die Richtung der Resultirenden Roder der Winkel (R,P) bleibt 
also derselbe so lange das Verhältniss der Kräfte 

P 

dasselbe bleibt, und R ist dann proportional mit P und mit Q oder 

R = kP = kaQ, 
wo k eme Gonstante ist. Diese wird aber einen andern Wertb sm- 
nehmen, wenn das Verhältniss a der beiden Kräfte ein anderes wird, 
wo zugleich der Winkel (R, P) ein anderer wird. 

19. Sind P und Q zwei aufeinander rechtwinklich« Kräfte, 
welche an einem Punkte m wirken, und ist 

P 

dasselbe, so wird die Resultirende 

R = kP; R = kaQ 
wo k eine Gonstante ist, welche von a. abhängt, und der Winkel 
(R,P) ist ebenso constant. Aendert sich aber das Verhältniss a, 
80 wird sich auch k ändern und ebenso der Winkel (R,P). 

Denkt man sich nun wieder P als die Resultirende zweier auf 



^~" 1- "~lr2o' 



T = rT = r27* also 
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einander rechtwinklicher Kräfte S und T, von welchen die erste in 
die Richtung von.R föUt, also mit P den Winlcel (R,P) bildet, so 
wird auch. S 

sein müssen, und P == kS = kaT. . 

Zerlegt man ebenso Q in zwei Kräfte V und W, von welchen 
die erste in die Richtung von R fällt und die zweite dazu recht- 
winklich und T direct entgegen ist, so hat man wieder, weil die 
letzte mit R den Winkel (R, P) bildet, 

W 

v- = ^ 

und Q = kW = kaV. 

Aus diesen Gleichungen ergibt sich 

k"~k' 

ka""k2a*. 
W = T. 
Da aber W und T rechtwinklich^ zu R stehen und einander ent- 
gegengesetzt sind, so heben sie sich gegenseitig auf, und für die 
zwei Kräfte P und Q bleiben nur die beiden S und V übrig, welche 
beide in der Richtung von R liegen. Die Resultirende von P und Q 
ist daher R = S + V 

k ka 
P' Q* 
^'' =R^-^R"^^^^ 
R' = P^ + Ql 
Aus dieser Gleichung sieht man, dass R die Hypotenuse eines, 
rechtwinklichen Dreiecks ist, dessen Catheten P und Q sind. Man 
hat, wenn man den Winkel dieses Dreiecks zwischen R und P mit 

q> bezeichnet, 

P P 

R = und~ = cotg) T 

cos g) Q - ^ 

oder k = = sec (p und a = cot ep oder ak = -; — = cosec cp. 

- cosg) ^ . smg) ^ 
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k hat nach der vorhergehenden Nummer denselben Werth, so lange 

P 

das Verhältniss — — a dasselbe bleibt , oder so lange der Winkel 

(R,P) derselbe bleibt., Aendert sich das Verhältniss a, so wird 
damit anch der Winkel (R,P) ein anderer werden,^ und man kann da- 
her auch k als eine Funktion von (R,P) betrachten. Bann aber wird 
man ka, das Verhältniss von H und Q, als dieselbe Funktion des 
Winkels (R, Q) haben, oder weil (P, Q) ein rechter Winkel ist, wird ka 

die Funktion von (R,P) sein, welche k von(R,P) selbst ist. 

Daraus folgt im Vergleiche mit den beiden obigen Werthen von k . 

und ka, dass (R»P) = (p 

ist. Wäre diess nicht der Fall, sondern (R,P) = 9) + a, so hätte 

man 1 #» 

k=/ =seca) 

und ak =/-- = cosec 9. 

_ — (9+«) 

Diess ist nur der Fall für a = 0. 

Beschreibt m^Q also über P und Q, indem man die 
Grössen dieser Kräfte auf ihre Richtungen als Längen 
aufträgt, ein Rechteck, so ist die Hypotenuse die Resul- 
tirende von P und Q nach Grösse und Richtung. 

20. Man hat demnach, wenn P und Q zwei aufeinander recht- 
winkliche Kräfte an demselben Punkte «ind, undR ihre Resultirende 

R' = P\-i-Q', 

P = Rcos(R,P); Q = Rsin(R,P) = Rcos(R,Q),tg(R,P)=~. 

Diese Gleichungen bestimmen die Grösse der Resultirenden und 
ihre Lage. 

Man sagt, wenn man die Resultirende bestimmt hat, man habe 
die Kräfte P und Q zu einer zusammen gesetzt. 

umgekehrt kann man auch eine gegebene Kraft R als die Re- 
sultirende zweier auf einander rechtwinklicher Kräfte betrachten, 
und diese bestimmen. ISier ist eine von den Grössen P, Q und 
dem Winkel (B,P) willkühriich, und kann, also ebenfalls gegeben 
sein; die beiden anderen bestimmen sich 4ann aus obigen Gleichnn* 
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gea. Man sagt hier,. man habe R in die beiden Kräfte P ondQ 

zellegt. 

21. Greifen zwei schief gegen einander gerichtete Kräfte P 
und Q einen Punkt m an , so kann man nach dem Vorhergehenden 
zuerst eine der beiden Kräfte, z.B. P, in zwei rechtwinkliche Kräfte 
zerlegen, van welchen die eine in die Richtung von Q fällt. Man 
erhält so in der Richtung von Q die Kräfte 

QundP cos (P,Q), 
welche sich zu einer Kraft Q+Pcös(P,Q) zusammensetzen, und 
in der Richtung rechtwinklich zu Q die Kraft 

Psin(P,Q). 
Setzt man nun die beiden auf einander rechtwinklichen Kräfte 

Q -h P cos (P, Q) und P sin (P, Q) 
zusammen, so erhält man, wenn man die geometrische Gonstruction 
wählt, wie man leicht sieht, für die Resultirende der Grösse und 
Richtung nach die Diagonale des Parallelogramms , dessen in den 
Richtungen von P und Q liegende Seiten P und Q Längeneinheiten 
haben. Dieses Parallelogramm nennt man daher das Kräfte- 
parallelogramm. 

Durch Rechnung findet man 

R^ = P* + Q' + 2PQcos(P,Q) 

P_ sin(R,Q) Q 8in(R,P) 

R""sin(P,Qy R""sin(P,Q)* 

22. Soll eine Kraft R in zwei andere zerlegt werden, so ist 
diese Aufgabe gleichbedeutend mit der, em Parallelogramm zu con- 
stTuiren , dessen Diagonale gegeben ist» Man kann also hier noch 
die Stücke geben, welche daa Parallelogramtn oder das Dreieck be- 
stimmen, dessen eine Seite R gegeben ist. Die Trigonometrie zeigt, 
wie die Gomponenten , welche hier die- beiden anderen Seiten des 
Dreiecks sind,^ und die Winkel zwischen ihnen and der Resultiren- 
den berechnet werden. 

23. Sollen die Kräfte P, Q, S, Welche an einem Punkte wir- 
ken, zu einer Resultirenden zusammengesetzt werden, so setzt man 
zuerst nach dem Satze vom Kräfteparallelogramm ,zwei dieser 
Kräfte zusammen, und die Resultirende von diesen 5}ann mit der 
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dritten. Liegen die Kräfte nicht in einer Ebene, so erhält man 
dnrch die geometrische Gonstraction dieser Zusammensetzung die 
Diagonale des Parallelepipeds, das P, Q, S zu Seiten hat; diese 
Diagonale gibt die Resultirende nach Grösse und Richtung an. 

24. Sind die Kräfte?, Q, S rechtwinklich- auf einander und 
ist B ihre Resultirende, so ist 

R» = P> + Q'4-S* 
und 

P = Rcos(R,P); Q = Rcos(R,Q); S — Bcos(S,R). 

Diese Gleichungen bestimmen die Grös&e und Richtung der 
Resultirenden, oder umgekehrt die Gomponenten P, Q, S einer 
Kraft nach drei aufeinander rechtwinklichen Richtungen. 

25. Spricht man von der Gomponenten einer Kraft 
nach einer Richtung x, so setzt man dabei immer voraus, dass * 
die andere Gomponente in der Ebene der Kraft und der Richtung x 
liege und auf x rechtwinklich sei. 

Danach ist die Gomponente^ der Kraft R nach der Richtung z 
gleich R cos (R,x). 

Die Kraft R bleibt hierbei immer ohne Zeichen, der Winkel 
(R,x)ist aber der, welchen die in der Richtung von x gezogene Linie 
mit der Richtung der Kraft R bildet. Dieser Winkel liegt also 
zwischen 0® und 180^ Ist (R,x) ein spitzer Winkel, so ist der Cosi- 
nus desselben positiv und also die Gomponente auch positiv; ist 
dagegen der Winkel (R,x) ein stumpfer, so wird die Gomponente 
negativ. Im ersten Falle liegt, die Gomponente in der Richtung 
von X, im zweiten diesem entgegen. 

26. Sollen beliebig viele Kräfte, welche an einem Punkte wir- 
ken, zusammengesetzt werden , so kann dies£ dadurch geschehen, 
dass man erst zwei zusammensetzt; dann ihre Ilcäultirende liütder 
dritten Kraft u. s. f., bis man zur Resultirenden aller Kräfte kommt. 

Rechnend verfährt man gewöhnlich anders. Man zerlegte nach 
der vorstehenden Nummer alle Kräfte nach driei aufeinander reeht- 
winklichen, übrigens aber beliebigen Richtungen; setzt dann alle 
Gomponenten in derselben Richtung zu einer Kraft zusammen i wo- 
durch man drei Kräfte erhält, die X« Y, Z heissen mögen^ welche 
nach den Richtungen x, y, z gehen, wenn sie positiv sind, diesen 
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entgegen, wenn sie negativ sind. Die Besnltirende dieser drei&äfte 
ist dann die Resnltir6nde aller Eiräfte. 

' Ist P eine der gegebenen Kräfte, so sind ihre Componenten 
nach x, y, z 

. P cos (P,x); P cos (P,y); P cos, (P,z), 
also 

X = JPcos(P,x); Y=:JPcos(P,y); Z = JPcos(P,z), 
wo unter S P cos (P,x) die Summe der Componenten aller Kräfte nach 
der Richtung x verstanden ist, und die beiden andern Summen sich 
ebenso auf ^ie Richtungen y und z beziehen. 

Die Resultirende und ihre Richtung ergibt sich nun aus 
R* = X»-f-Y^ + Z^ 

X Y' Z 

und cos(R,x) = ^J cos(R,yX=^; cos(R,z) = g-. 

Die Winkel sind zwischen und 180^ zu nehmen, und sind 
also spitz oder stumpf, je nachdem X, Y, Z positiv oder negativ 
sind; R hat kein Zeichen oder ist als positiv in Rechnung zu nehmen. 

27. Sind die Kräfte im Gleichgewichte , so muss ihre Resul- 
tirende Null werden, oder es muss 

= X*-4-Y'-hZ' 
sein , was nur sein kann, wenn 

X = 0; Y = 0; Z = 
wird. 

Sollen alsoKräfte um einenPunkt im Gleichgewichte 

sein, so müssep die Summen ihrer Componenten nach 

drei auf einander rechtwinklichen Ricktungen einzeln 

gleich Null sein. 

• 28. Sezt man Kräfte P; P^, P^ , welche an einem Punkte im 
Gleichgewichte sind, alle bis auf eine, z.B.P, zusammen, so erhält 
man statt aller Kräfte zwei, P und die Resultirende aller übrigen; 
welche R heis'^en mag. Da alle Kräfte im Gleichgewichte sind, so 
müssen auch P und R im Gleichgewichte sein. Zwei Kräfte kön- 
nen aber an einem Punkte nur dann im Gleichgewichte sein, wenn 
sie gleich und' direct entgegengesetzt sind, weil man in jedem an- 
dern Falle durch das Kräfteparallelogramm oder nach dem Satze 
in (Nr. 21) eine Resultirende für diese beiden Kräfte erhält. 
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Bei Kräften, welche an einem Punkte im Gleichgewichte sind« 
ist daher jede Xraft gleich and direct entgegengesetzt der Resulti- 
renden aller andern, die Gegenresnitirende aller andern Kräfte. 

29. Sind die Kräfte P, P^, P, an dem Punkte m im 

Gleichgewichte, sind x, y, z drei beliebige aber aqfeinander recht- 
winkliche Richtungen, so ist nach dem Obigen 

^Pcos(P,x) = 0; JPcos(P,y) = 0; JPcos(P,z) = 0, 
wenn die Summen auf alle Kräfte ausgedehnt werden. 

Hat nun der Angriffspunkt m einen geradlinigen Weg von der 
Länge s durchlaufen, welcher mit den Richtungen x, y, z, die Win- 
kel (s,x), (s,y), (s,z) bildet, und multiplicirt man obige Gleichun- 
gen der Reihe nach mit 

scos(s,x); 8C0s(s,y); scos(s,z) 
und addirt dann alle drei Gleichungen zusammen, so erhält man 
SP s [cos (P, x) cos(s, x) + cos(P, y) cos(s, y) + cos(P,z) cos(s, z)] = 
oder ^ P s cos (P, s) = 0. 

scos(Pys) ist' die Projection des Weges des Angriffspunktes m auf 
die Richtung der Kraft P; diese Projection nennt man den Weg der 
Kraft tei .dieser Verschiebung s des Angriffspunktes. Die obige 
Summe enthält die Producte aus jeder einzelnen Kraft in die Pro- 
jection des Weges des Angriffspunktes auf diese Kraft oder die Pro- 
ducte aus jeder Kraft in ihren Weg. Das Product einer Kraft in 
ihren Weg nennt man in der Mechanik die Arbeit der Kraft 
während dieser Bewegung, und mit dieser Benennung lässt sich obi- 
ger Satz so aussprechen : 

Sind Kräfte an einemPunkte im Gleichgewichte, so 
ist die Summe ihrer Arbeiten für jede beliebige gerad- 
linige Verschiebung des Angriffspunktes gleich Null. 

30. Die Arbeit einer Kraft P bei der Verschiebung s des An- 
griffspunktes ist nach der obigen Definition . 

Pscos(P,s). 
Sie ii&t am grössten, wenn (P,s) =^0 ist, wo die Verschiebung des 
AngrifEspunktes in die Richtung der Kraft selbst fallt. Der Weg 
der Kraft ist hier s selbst. 

Steht s rechtwinklich auf d^r Richtung der Kraft, so ist 
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QOB (P«s) = und damit der Weg der Eraftr und ihre Arbeit gleich 
Null; sie nähert bei dieser Bewegung den angegriffenen Punkt ihrem 
Ziele nicht. 

Bildet s einen stumpfen Winkel mit P, so wird der Weg der 
Kraft negativ und die Arbeit ebenso negativ. 

Positiv ist die Arbeit immer, wenn die Projection der Verschie- 
bung des. Angriffspunktes auf die Richtung der Kraft mit dieser in 
einerlei Richtung vom Angriffspunkte fällt, andernfalls ist die Arbeit 
negativ. 

Der gewöhnliche Sprachgebrauch nennt die Erhebung eines 
Gewichtes auf eine Höhe eine geleistete Arbeit; diess ist für uns 
eine negative Arbeit. Sinkt dagegen etwa das Gewicht einer Uhr 
durch eine Höhe herunter, so wird der gewöhnliche Sprachgebrauch 
hier von einem Kraftaufs^ande reden, welcher zur Bewegung der Uhr 
verwendet wurde; fiir uns haben wir hier eine positive Arbeit, 

31. Da man bei Kräften im Gleichgewichte immer eine Kraft 
als die Gegenresultirende aller andern betrachten kann, und die 
Arbeit dieser Kraft von entgegengesetztem Zeichen mit der Arbeit 
der Resnltirenden der übrigen Kräfte ist , so ist die Arbeit der 
Resultirenden mehrerer Kräfte für jede beliebige Ver- 
schiebung des Angriffspunktes gleich der Summe der 
Arbeiten jeder einzelnen Kraft. 

32. Ist die Summe der Arbeiten mehrerer an einem Punkte 
thätiger Kräfte für eine bestimmte Verschiebung des Angriffspunk- 
tes gleich Null, so sind entweder die Kräfte im Gleichgewichte, oder 
sie haben eine Resultirende , deren Richtung auf der Verschiebung 
rechtwinklich steht. 

Ist die Summe der Arbeiten dieser Kräfte für zwei verschieden 
gerichtete Verschiebungen je gleich Null, so sind die Kräfte ent- 
weder im Gleichgewichte oder ihre Resultirende steht auf beiden 
Verschiebungen normal, also normal zur Ebene. durch beide Ver- 
schiebungen. 

Sind endlich die Summen der Arbeiten für drei nicht , 
in einer Ebene liegende Verschiebungen des Angriffs- 
punktes gleich Null,, so sind die Kr.äite im Gleichge- 
wichte. 
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£g ist da& ein ariderer Ansdrack der oben schon aufgestellten 
Gleicbgewichtsbedingongen. 

Geradlinige, veränderliche Bewe^ng;. 
Phoronomie. 

33. Zur Eenntniss der Bewegung ist erforderlicb angeben zu 
können , wo sich der bewegte Pankt zd jeder Zeit befindet. Diess 
ist der Fäll, wenn man die gerade Linie kennt, in welcher sich der 
Punkt bewegt, und seinen Abstand zu jeder Zeit von einem gege- 
benen Punkte in dieser Linie. Das letzte fordert, dass man diesen 
Abstand als Funktion der Zeit angeben könne. 

34. Ist B der Abstand des bewegten Punktes von einem Fix- 
punkte seiner geradlinigen Bahn zur Zeit t; wächst dieser Abstand 
in der unendlich kleinen Zeit dt um ds, so ist der Weg des Punktes 
in dieser Zeit ds, und in der Zeiteinheit würde er, gleichförmig so 
bewegt, wie er sich in der unendlich kleinen Zeit dt bewegt, den 
Weg ds^ , . 

dt ^^ 

durchlaufen. Diese Grösse nennt man die Geschwindigkeit des 
Punktes zur Zeit t. Sie ist positiv , wenn sich der Punkt in der 
Richtung des wachsenden positiven Abstandes bewegt, negativ, 
wenn er sich in der Richtung der negativen s bewegt. 
Ist z. B. gegeben 

- s = a 4- bt, 
wo a und b constant sind, so ist die Geschwindigkeit 

ds ^ • . 

^=01 = ' • 
constant; die Bewegung' ist eine gleichförmige. 

Ist. s = a4-bt-^ct^ 

so ist diß Geschwindigkeit ^ ^ 

v = -^r^b-h2ct. ' 

dt , 

Hier ist die Geschwindigkeit in jedem Zeitpunkte eine andere; 
die Bewegung ist eine veränderliche; und zwar nimmt dfe Ge- 
schwindigkeit in jeder Zeiteinheit um gleich viel, um 2c zu. Eine 
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solche Bewegung nennt man eine gleichförftoig besehlennigte, 

und die Zuns^bme der Geschwindigkeit in der Zeiteinheit die Be^ 

schleunigung. 

Ist s = asinbt, ^ _ 

nnd dabei wieder a und b constant, so ist die Geschwindigkeit zur 

Zeit t ds 

v = -7- = abcosbt. 
dt 

Die Geschwindigkeit ist anfanglich, d. h. für t = gleich ab- 
und hat dabei ihren grössten Werth; sie wird mit. der Zeit'kleiner 
und wird für bt = ^ also für t=^ 

gleich Null; man sieht aus der Gleichung für s, dass zu dieser Zeit 
der Abstand a geworden und damit seinen grössten Werth erreicht 
hat. Für die nächstfolgende Zeit wird cosbt und damit v negativ, 
d. h. der Punkt bewegt sich nicht mehr in der Richtung, in welcher 
s gemessen wird, sondern dieser entgegen gegen den Fixpunkt hin, 
von dem aus s gemessen wird. Dieser ist erreicht und s = 0, wenn 

bt = 7r also bei t=--r-, 
b 

Die Geschwindigkeit ist hier — ab und das ist, im Sinne der 

Analysis ihr kleinster Werth, d.h. der Punkt bewegt sich jetzt am 

schnellsten in der Richtung der negativen s. Für 

bt = — oder.t = — 

wird der Abstand gleich — a, und die Geschwindigkeit Null; der 
Punkt ist jetzt am weitesten nach der Seite der negativen s ge- 
kommen und seine bis dethin negative Geschwindigkeit geht nun 
wieder in eine positive über. Für 

bt = 27r oder t= -r- 
b 

wird endlich wieder 

6 = a und V = ab 

und alles wiederholt sich nun wie es von t = o an auf "einander 

folgte. Dieses ist eine periodische Bewegung, eine Oscillation oder 

Schwingung um den Punkt s = o; a heisst die Weite oder Ampli- 

tude der Oscillation und -r- ist die Dauer einer Oscillation oder 

b 

Doppelschwingung. 



'^^' 
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36. Ist die Geschwindigkeit v eör Zeit t ^Is Ftfnktioü von t 
gefunden« so erhält man ans 

ds 



=/- 



vdt-l-Cönst. 



Zur Bestimmung der Constanten muss der Abstand jfür irgend 
eine Zeit gegeben sein. / 

36. Gleichförmig beschleunigt' heisst eine Bewegung, ' 
bei welcher die Geschwindigkeit in gleichen Zeiten um gleich viel 
wächst. Die Zunahme der Geschwindigkeit in der Zeiteinheit heisst 
hierbei die Beschleunigung. Die Beschleunigung kann positiv 
oder negativ sein. Haben Geschwindigkeit und Beschleunigung 
dasselbe Zeichen^ so wird die Bewegung allmählig eine achnellere; 
haben beide verschiedene Zeichen, so wird die Bewegung langsamer, 
sie ist verzögert. 

Ist f die Beschleunigung, so nimmt die Geschwindigkeit int 
Zeiteinheiten uto f.t 

zu; ist die Geschwindigkeit zur Zeit gleich v^, so ist sie zur'7!eit t 

\ '^ V = Vo+ft. 

M s der Abstand des bewegten Punktes zut Zeit, t von einem 
Fixpunkte in der Bahn, so ist 

--— = V = Vo 4- f t und 
•dt , 

s = Vot + $ft' + a . ; ' 

wo a eine Cönstante ist. 

Ist der Abstsmd s gleich Sq in dem Augenblicke, von dem ad 
die Zeit gezählt wird, so muss s = Sq werden für t = 0; die obige 
Formel gibt damit 

• '■■ So=^a'. 

und daher vollständig bestimmt , ^ 

S = So+Vot-hKt*. 

37. Geht der Punkt von der Ruhe ans und zählt man den* Ab- 
stand von dem Ausgangspunkte an, so* hat man sowohl v^ = als 
Sjj = und dann ist 

* v==ft, s = ift*: (a) 

Holt «mann, «heoret. Mechanik. ^ 
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Eb ist also die Geschwindigkeit di^ Zeit proportional tmd der 
durchlaufene Weg dem Quadrate der Zeit. • Der Weg in der Zeit 1 
ist die, halbe Beschleunigung, und am Ende der zweiten Zeiteinheit 
ist der durchlaufene Weg gleich der erlangten Geschwindigkeit. 

Eliminirt man aus beiden Gleichungen (a) die Beschleunigung, 
so erhält man das allen gleichförmig beschleunigten Bewegungen 
gemeinschaftliche Gesetz 

. 2s:^vt. (b) 

Der vom Buhepunkte an durchlaufene Weg ist die Hälfte des 
Wegs, welcher mit. der am Ende erlangten Geschwindigkeit in der- 
selben Zeit gleichförmig durehlaufen würde. . 

Oder, auch: die mittlere Geschwindigkeit des beschleunigten 
Körpers ist die Hälfte der am Ende der Bewegung erlangten Ge- 
schwindigkeit. 

Eliminirt maü aus den beiden Gleichungen (a) die Zeit t, so 
erhält man 



v=:\^2fs Oders = —, (c) 

^* 

welche zeigen, wie der durchlaufene Weg und die. erlangte Ge- 
schwindigkeit zusammenhängen. 

38. Im Allgemeinen wird die Geschwindigkeit bei einer Be- 
wegung in jedem Augenblicke mit verschiedener Schnelligkeit wach- 
sen, also die Beschleunigung ip jedem Augenblicke eine ändere sein. 
Ist V die Geschwindigkeit zur Zeit t und wächst diese um dy in der 
unendlich kleinen Zeit' dt, so würde die -Geschwindigkeit in der 
Zeiteinheit um . -^ ' 

wactisen, w^nn sie während dieser Zeit gleichförmig wachsen würde, 
wie sie in der Zeit dt wächst. Di^ese Grösse nennt man die Be- 
schleunigung zur Zeit t. Bezeichnet man diese Beschleunigung 
mit f, seist ^ dv d^s .^. 

^^dF^dP' • (2) 

wenn nämlich noch s der Abstand des bewegten Punktes zur Zeit t 
von einein Fixpunkte seiner Bahn ist.. 

Fi|r das oben behandelte Beispiel einer oscillirepden Bewegung 
ist s = a sin bt und v==ab cos bt; 
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daraus ergibt sich die Beschleanigung 

f=— ab' sinbt=— b*8. 
Die BescbleuniguDg ist also hier dem Abstände proportfonal, 
aber entgegQnge&ßtzt» d.h. negativ, wenn der Abst^d positiv ist, 
und umgekehrt. Für den Anfangspunkt des Abstandes ist die Be- 
schleunigung Null, d.h. die Geschwindigkeit ist hier nicht im Wach- 
sen oder Abnehmen, sondern sie geht aus dem Einen ins Andere 
über, sie ist, wenn der bewegte Punkt diese Stelle erreicht hat, ein 
Maximum oder- ein Minimum , nämlich + ab» So lange s positiv 
ist, ist die Beschleunigung negativ, d.h^ die in. der Richtung von s 
gehende Bewegung wird ^^rzögert, dagegen beim Kückgang, wenn 
der Punkt dem s. entgegen sich bewegt oder gegen die negativen s 
hin, wird die Geschwindigkeit grösser. In der grössten Ausschrei- 
tung des bewegten Punktes, wenn s gleich a geworden ist, Jst die 
Beschleunigung, am grössten, die Geschwindigkeit ist auf Null her- 
untergebracht und wird nun vermöge der negativen Beschleunigung 
negativ. 

39. Ist die Beschleunigung 2ur Zeit t gleich f^ so ist 

dt . , 

nnd daraus die Geschwindigkieit . , 

^fdt + ConBt. 



=/ 



Aus der Geschwindigkeit findet man den Abstand durch eine, 
neue Integration nach t (Nr. 35)^ wober eine zweite' Constante bei- 
gefügt werden -muss. Zur Bestimmung dieser beiden GonstanteB 
muss entweder, die -Geschwindigkeit zu einer bestimmten. Zeit und 
der Abstand zu eiber bestimmten Zeit, .oder e» müssen die Ab-^. 
stände zu zwei verschiedenen Zeiten bekannt sein. 

Ist z.B. gegeben, f=ae"* 
wo a und a constant und edie Basiä. der natürlichen Logarithmen 
ist, so erhält man nach einander - 

,v = — e«*-f-c und s = -:^e?*4-ct-i-d^ 

wo c'und d Constanten sind. Ist noch gegeben, dass die Geschwin- 
digkeit nnd dass der Abstand Null sein sollen fQ.x t= 0, so erhält 
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= ~ 4- c ond = -^ 4- d, 

woraus sich die YoUständig bestimmteir Lösiui|en d«r BewegaDg 

ergeben, ^ = iL(e«» _ i) „nd 8 = -?^ (e--«t- 1). 
et o 

40. Ans den Gkichongea 

■dt ,- dv 
v = -Bndf=-^ 

erhält man ^"ST ^ ^77 ^^^' v d v =; f d s , (3) 

welche Gleichongen dann zur Bestimmung der Bewegung geschickt 
sind, wenn die Beschleunigung als Funktion der Geschwindigkeit 
oder als Funktion des Abstandes gegeben ist. 

Ist z.B. f=-a»v^ 

wo a eine reelle Constante ist, so gibt obige Gleichung 
V dv = — a*v^ds» woraus 

— = -T- a^ds und 

V 

lnv=— a's-4-c 
•folgt, wobei c eine Constante ist 

Ist die Geschwindigkeit v« för s= 0, so wird 
lnVoi=c, 

womit ln-^ = a's 

wird. Hieraus sieht man*, dass die Geschwindigkeit, bei dieser Be- 
wegung immer abnimmt, dass sie aber erst Null wird, wenn s «in- 
encBich gross geworden ist 

Aus vorstehender Gleichung ergibt sich 
y = Voe—'% 

was mit V = — - 

dt • • 

dt = — e ds und durch Integration 

" . t = -^e*''4- Constgibt 

a Vft 
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Wird der' Abstand s von dem Punkte an gezäfhlt, welchen der 
bewegte Panli zur Zeit t== eionimmti so hat man . 

^ =-3 h Const., und 

. t = -l-(e*''-l)oder 

8 = ^ln(a»Vflt+l). ■ 

a ^ , 

Der Abstand wächst daher immerwährend mit der Zeit. . 

. Ist gegeben f= — a*8, 

wo wieder a eine reelle Consiante ist, so gibt die obige allgemeine 
Bewegangsgleichnng 

vdv= — a'sds. 
Das 'Integral dieser Gleichung ist 

v*^— Vo ' == — a*s* oder v' = v^ * — a*8^, 
wo V gleich Yq für s = vorausgesetzt ist . Diese Gleichung zeigt, ' 
dass Vo die grösste Geschwindigkeit ist, wMche der Punkt erlangt, 
das9 diese Geschwindigkeit für s ^ eintritt; dass die Geschwin- 
digkeit kleiner wird, wenn sich der Punkt nach der Seite der posi- 
tiven oder det negativen s hin bewegt, und dass die-Geschwindigkeit 
Null wird für v« 

welches die grösste Ausweichung des Punktes von s gleich Null 

nach der einen oder der andern Seite hin ist. 

ds 
Setzt man -tt für v, so erhält man ans obiger Gleichung 
clt , 

^'^ - = dt : 



Vvo^-a's^ 

und -^ arc ( sin = — ) = t -f- Const 

a \ Vo^ 

Zählt man die Zeit von da,- wo s = ist, so hat man die Con*^ 
staute gleich Null und 

^ arc 1 sin = — ) = at oder s = — sin at 
V v^y , A 

Diese^ Gleichung bestimmt eine periodische Bewegung, welche 
in Nr. 34 bereits Beispielweise betrachtet wurde. 
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Bas letzte Beispiel hätte man auch so behandeln können. Es 
ist gegeben -^ 

Das allgemeine Integral dieser Gleichung ist 
s== Asinat + Bcosat, . 
wo ein A und B willkührliche Gonstanten sind. 

Soll nnn wie in der eben behandelten Betrachtung dieser Auf- 
gabe s = sein für t = 0, und dabei die Geschwindigkeit gleich Vg, 
so vgibt die erste dieser Bedingungen = B» womit 

ds 
s ^= A sin at uad daraus -rr = v — Aa cos ät. 
. dt ' 

Die letzte dieser Gleichungen gibt fär t=: 0; Vo*=: Aa» woraus A 

bestimn^ wird. So erhält man 

s = -^sin at 

■ " a • ■ 

wie oben, als die Gleichung der Bewegung. 

Gen^dlini^e , veränderliche Bewegung. 
Dynamik. 

41. Es wird hier immer vorausgesetzt, dass alle wirkenden 
Kräfte zu einer Besultirenden zusammengesetzt seien ^ und man 
also immer ,nur eine Kraft zu beachten habe, Diese muss in der 
Richtung der bereits bestehenden Bewegung oder ihr direct ent- 
gegen liegen, wenn die Bewegnng eine geradlinige werden soll. 

42. Die Erfahrung lehrt , dass derselbe Körper durch ver- 
schiedene Kräfte Beschleunigungen erlangt, welche diesen proportio- 
nal, und von der bereits erlangten Geschwindigkeit unabhängig sind. 

43. , Verschiedene Körper erlangen durch dieselbe Kraft ver- 
schiedene Beschleunigungen, wesshalb m9.n ihnen verschiedene Men- 
gen träger Materie, verschiedene Massen zuschreibt. 

Man nennt die Massen zweier Körper gleich , wenn diese Kör- 
per durch gleiche Ktäfte gleiche Beschleunigungen erlangen. EnC 
halten gleictie Volumen eines Körpers gleiche Massen, .so .heisst 
dieser Körper gleichartig dicht; ist dabei die Masse auch noch 
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durchaus von derselben Art, so heisst der Körper' gleichartig, 
homogen. Bei -gleichartigen Körpern ist daher die Masse dem 
Volum proportional. 

44. Die Erfahrung lehrt, dass alle schweren Körper sicfi selbst 
überlassen, gleich schnell fallen, also durch die Schwerkraft dieselbe 
Beschleunigung erhalten. Die Grösse der Kraft, mit welcher ein 
Körper durch die Schwerkraft vertikal abwärts gezogen wird, nennt 
man sein Gewicht. Körper von gleichem Gewichte erhalten beim 
freien Falle, d. h. bei Ausschluss jeder andern Kraft, gleiche Be- 
schleunigung; die Massen der Körper von gleichem Ge» 
Wichte sind daher gleich gross. 

45. Als Masseneinheit nimmt man .gewöhnlich die Masse 
^ Wasser von einer bestimmten Temperatur, welche die Volumenein- 

heit erfüllt Die Masse , welche in einen! Kubikcentimeter Wasser 
bei der Temperatur der grössten Dichte — nahe 4®C. — enthalten 
ist, heisst 1 Gramm; 1000 solche Massen ein Kilogramm, 600 
derselben ein Zollpfund (nämlich Pfund des deutschen Zollver- 
eins). Ein Kubikmeter Wasser von der Temperatur der grössten 
Dichte des Wassers enthält die Masse 1000 Kilogramm. 

46. Die Beschleunigung wird in dem . gebrauchten Llmgen- 
maasse für die gewählte Zeiteinheit gemessen; ftkr die letzte nimmt 
man gewöhnlich die Sectinde der bürgerlichen oder mittleren 
Zeit; far die Masse ist soeben eine Maasseinheit aufgestellt worden; 
es ist nun noch übrig, auch eine Einheit für. die Kräfte sMifzustellen, 
was bisher noch nicht geschehen ist. Wir nehmen diejenige 
Kraft als Einheit, welche der Masseneinheit die Be- 
schleunig'ung Eins mittheilt, also z.B. die Kraft, welche der 
Masse 1 Kilogramm die Beschleunigung 1 Meter in einer Secunde 
mittheilt, oder für das Fuss- und Pfundmaass, .welche der Masse ein 
Pfund, die Beschleunigung ein Fuss in einer Secunde mittheilt. 

47. Ertheilt die Kraft P der Masse m die Beschleunigung f ; 
denkt m'an sich eina zweite Masse m hinter die erste in der Rich- 
tung der Kraft P. gestellt, und' lässt auf diese eine zweite Kraft P 
einwirken, so wird auch diese Masse die Beschleunigung f erlangen. 
Gehen also beide Massen zu gleicher Zeit von der Ruhe aus, so 
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werden beide immer zn gleicher Zeit-dieselbe Geschwindigkeit habeo 
und gleich weit gekommen sein , alsa immer anmittelbar hinterein- 
ander bleiben. Denkt man sich beide Massen zu einem Körper in 
dieser L^ge vereinigt, so wird die Bewegung dieselbe bleiben. Die- 
ser Körper hat aber nun die Masse 2)n und auf ihn wirkt die Kraft 
2P,';Während die Beschleunigung f ist. Die zweifache Kraft er- 
theilt.alsb der zweifachen Masse dieselbe Beschleunigung^ welche 
die einfache Kraft der einfachen Masse ertheilt. 

Auf gleiche Weise findet man, dass der n fachen Masse m die 
n fache Kraft P dieselbe . Beschleunigung ertheilt, welche die ein- 
fache Masse m durch die einfache Kraft P erhält; oder erhalten 
verschiedene Massen durch Kräfte dieselbe Beschleuni- 
gung, so verhalten sich die Kräfte wie die Massen. , 

48. Der Masse 1 ertheilt die Kraft 1 die Beschleunigung 1; 
soll der Masse m die Beschleunigung 1 ertheilt werden , so bedarf 
man . dazu einjer Kraft gleich m Krafteinheiten , nach dem soeben 
aufgestellten Satze. 

Soll nun der Masse m die Beschleunigung f «rtheilt werden, 
so muss nach deto Erfahrungssatze (Nr.' 42) auch äie Kraft f mal 
grösser werden, also fm Krafteinheiten. 

Srtheilt die Kraft P !^rafteinheiten einer Masse von m Mas- 
seneinheiten die Beschleunigung f Längeneinheiten,, so ist 

P = mf- ; ' - (4) 

oder wie man sich gewöhnlich kürzer ausdrückt: die Kraft ist 
gleich der bewegtenMasse multiplicirt mit der Bestjhleu- 
nigung,' welche di^ Masse durch jene Kraft erlangt. 

Man kann in obiget Gleiehung f auch betrachten afs die Kraft, 
welche auf jede Masseneinheit kommt. -Diese nennt man oft die 
beschleunigende Kraft, 

'49. Ist m^ die Masse eines schweren Körpers und g die Be- 
schleunigung, welche allen frei fallenden Körpern zukommt, welche 
man die Beschleunigung der Schwere nennt und allgemein mit 
g bezeichnet, so ist die Grösse der Schwerkraft, welche die. Masse 
nii abwärts treibt, das Gewicht der Masse m^ nach ^em Satze 
der vorhergehenden Nummer gleich 
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' 50. . Sehr häxifig gibt man die Grrösse.emAr Kraft P nicht ia 
den oben genommenen Kr afteinheiten aD,.sondern man gibt die Gri^sse 
der schweren Masse m^ an, deren Gewicht der Kraft P gleich ist. 
Ist P = mf=^m4g, so hat man 

P 

' g 

und man findet daher diese. Masse immer ^ weni^^ man die in Kraft- 
einheiten ausgedriickte Kraft durch die BeschkunigUDg der Schwere 
dividirt. . ' 

Die Beschlemsigung der Schwere oder g ist etwas verschieden 
an ^verschiedenen Orten der Erdoberfläche. Für Deutschland kann 
man g = 9,81 Meter nehmen, wenn man dieSecunde als Zeiteinheit 
nimmt. . ' 

Demnach würde das Gewicht von 1 Kilogramm sohwerer blasse 
1 X 9,81 = 9,81 Krafteinheiten sein, wobei die Krafteiöheit die ist, 
welche der Masse 1 Kilogramm die Beschleunigung 1 Meter in der 
Secunde ertheilt, 

£)rtheilt eine Kraft der Masse 6 Kilogramm die Beschleunigung 
3^27, so ist diese Kraft gleich 6X3,27=1,19,62 Krafteinheiten 

1 Q ß9 * 

oder gleich dem Gewichte von ^^^ = 2 Kilogramm schwerer 
Masse. ' 

Kimmt man statt der Secunde etwa die Minute als Zeiteinheit, 
so ist g die Znnahme der Geschwindigkeit in 60 Secunden , ^obei 
sich aber die Geschwindigkeit dann ebenfalls auf die Minute bezie- 
hen mus&, also^60mal so gross ist, als wenn man die Secunde als 
Zeiteinheit wählt. Bezeichnet man mit V, G und T Geschwindig- 
keit, Beschleunigung und Zeit, wenn die Minute als Zeiteinheit ge- 
wählt wird , mit v, g, t dasselbe für die Secunde als Zeiteinheit, so 
hat man, wenn ein fallender Körper zur Zeit Null von der Ruhe aus- 
geht ' V = GTund.v=^gt, '. . 

was mit V=*60v und T = :r7r 

60- 

gibt . G = 60 '.g = 35376 Meter. 

. l)ie Fallhöhe ist (Nr. 37) •, 

. h=^GT*=.i'gt^ ; . ' 
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5i: Der Sats (Nf. 38) gibt lür die Masse m und die Kraft P 

m-rr = mf=P 
at- 

oder dareh. Integration 

mv-mv„=yPdt, (6) 



wo v^ die Geschwindigkeit zur Zeit ist. " 

Dem häufig vorkommenden Producte aus der Masse in die 
Geschwindigkeit hat man den Namen Grösse der Bewegung ge- 
geben; dem Producte Pdt geben wir den Namen Antrieb der 

' ' . ^ ' t ' - . 

Kraft in der Zeit dt und nenneji die Summe /Pdt den Antrieb 
der Kraft in der Zeit t o 

Damit lässt sich der Satz (5) so aussprechen : . 

Die Zunahme der Grösse derBewegung in einerZeitt 
i&t gleich dem Antriebe der Kraft in dieser Zeit. 

Ist die Kraft P constant, so wird der Antrieb während der 
Zeit t gleich Pt und daher 

• mv — mvo = Pt. 

52. Der Satz (3, Nn 40) gibt, wenn man mit der Masse m 
multiplicirt mvd v = mfds = Pds, . 

und durch Iiitegration 

8 . 

*mv'^~JmVo'=yPds, (ß) 

wo Vq die Geschwindigkeit in dem Abstände s© ist. Das Product 
Pds aus der Kraft in die in der Linie der Kraft liegende Verschie- 
bung des 'Angriffspunktes ds iist die Arbeit der Kraft fiii* diese Ver- 
schiebung ds (Nr.. 29), und das Integral rechts ist die Summe aller 
dieser Arbeiten auf dem Wege s— So, auf welchem die Geschwindig- 
keit von Vo in v geändert wird. Wir nennen das Product aus der 
halben Masse in das Quadrat der Geschwindigkeit dieser Masse die 
lebendige Kraft dieser. Masse. Mit dieser Benennung lässt sich 
obige Gleichung so aussprechen: Die Zunahme der lebendigen 
Kraft einer Miasse auf einem gegebenen Wege istgleich 
der Arbeit der Kraft auf diesem Wege. 
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Ifit die Kraft coostant, so wird obige Obichnng ^ 
Jmv* — ,^mVo ' = P (s — So). 

Bemerkt nin3s bi^r werden , dass viele Schriftsteller das Pro- 
dact mv' die lebendige Kraft der Masise m nennen,' wo dann die 
Zunahme der lebendigen Kraft gleidh der zweifachen Arbeit dex be- 
wegenden Kraft ist. 

53. Ist die anfängliche Geschwindigkeit der Masse m gleich 
Vq, wirkt die- constante Kraft P der Bewegung entgegen, so ist die 
Arbeit dieser Kraft negativ, und die Geschwindigkeit nimmt ab. 
Ist der anfangliche Abstand Sq = und wird, wenn der Abstand s 
erreicht ist, die Geschwindigkeit gleich Null, so gibt der Satz 
über die lebendigen Kräfte^ 

— imVo*= —Ps oder fmVo' = Ps. 

Die Masse m mit der Geschwindigkeit v^ hat daher das Ver- 
mögen eine ihrer Bewegung entgegenwirkende Kraft P, eine^ Wi- 
derstand, durch einen Weg s fortzuführen, so dass die geleistete Ar- 
beit Ps demProducte Imv^^* gleich ist; daher der Name lebendiger 
Kraft. . 

Wirkt umgekehrt eine Kraft P au£ eine anfanglich in Ruhe be- 
findliche Masse m, so wird sie dieser auf dem Wege seine Ge- 
schwindigkeit V mittheilen, welche aus 

Jmv*=Ps 
bestimmt ist. Hier wird die Arbeit der Kraft P auf dem Wege s 
dazu verwendet , der Masse m Geschwindigkeit mitzutheilen , in ihr 
lebendige Kraft anzusammeln, welche dann wieder verniag eine gleich 
grosse Arbeit zu leisten. 

Aufgaben fiber geradlinig'e Bewe^ng^. 

a. Der freie Fall einer schweren Masse m. 

64. Die bewegende Kraft ist das Gewicht der Masse m, gleich 
mg; diese ^raft geht vertical abwärts. Geht die Masse von der 
Buhe aus, so bewegt sie sieh vertical abwärts , in welcher Richtung 
wir. tlen zur Zeit t erreichteti Abstand b von dem Ausgangspunkte 
der Masse an messen. Die. Zeit, zählen wir. ebenso von dem Zeit- 
punkte an, in welchem /sich die Masse zu bewegen anfangt. Ist v 



28 I. Kräfte an ainem Paukte. 

die Geschwindigkeit der Masse zur Zeit't, sp- gibt der Satz vom 
Antriebe (Nr. 61) 

mv==mgt oder'v = gtj , (a) 

Die Bewegung ist eine gleichförmig besclileanigte mit der Beschleu- 
nigung g, unabhängig von der Grösse der Masse m (Nr. 44). 
Der Satz von der Arbeit gibt 

fmv* = mgh oder Y* = 2gh; (b) 

das Quadrat. der Geschwindigkeit ist der Fallhöhe proportional, 
o.der die Geschwindigkeit der doadratwurzel aus der PaLlHöhe. £li- 
minirt man v aas (a) und (b)» so erhält man . 

b=igt^ (c) 

Die Fallhöhe ist dem Quadrate der Fallzeit proportional, und 
in der ersten Zeiteinheit oder f&r t ^ 1 gleich der halben Beschleu- 
nigung. (Vergl. Nr. 37.) . . 

b. Der vertical aufwärts geworfene schwere Körper. 

55. Lst m die Masse, so ist mg das Gewicht des Körpers. 
Misst man den Abstand h, welchen der Körper in der Zeit t erreicht, 
vom Ausgangspunkte vertical aufwärts, so ist die bewegende Kraft 
— mg, und weha v die Geschwindigkeit des Körpers iiur Zeit t ist, 
Vq aber die Geschwindigkeit im Ausgangspunkte zur Zeit t c= 0, so 
ist nach dem Satze vom Antriebe 

. mv — mvQ^=— mgt oder 
V— y = gt; v = Vo— gt (a) 

. Der Satz von* der Arbeit gibt 

Jmv^— |mVo*=— mgh oder 

v^ = Vo'-2gh. (b) 

Die Geschwindigkeit wird. kleiner, wenn der Kölner höher kommt, 
und wird Null in der Höhe H, för welche 

v.' = 2gH . ' . (c) 

ist. . 

Substituirt man diesen Ausdruck för v© * in die Oleichung (b), 
so wird diese v^=:2g-i^H — h). -^ (d) 

Aus der Vergkichung dieser Formel mit der Gleichung (b) in 
der vorhergehenden Aufgabe sieht man , dass* die Geschwindigkeit 
in jedem Punkte der Bahn dieselbe ist, welche ein frei ^on dem 



Aufgaben über gevadlinige Bewegong. 29 

höchstea Punkte der Bahn heral]tfallender Körper an dieser Stelle 
erreicht hat. Durch jeden Punkt seiqer Bahn steigt der Körper 
zuerst mit dieser Geschwindigkeit aufwärts, erreicht den höchsten 
Punkt der Bahti, und fällt nun frei wieder zurück, und hat also, wenn 
er zum zweiten Male jdieselbe Stelle passirt,. wieder dieselbe Ge- 
schwindigkeit wie beim Aufsteigen, aber natürlich diessmal abwärts, 
oder V ist hier negativ. Kommt der Körper wieder zu. der Aus- 
gangsstelle, so ist dort die Geschwindigkeit wieder die Anfangs- 
geschwindigkeit Vq, aber abwärts, oder :— v^. Anfänglich hat -der 
Körper die lebendige Kraft - 

JmVo* = im . 2gH = mgH. 
Er ist dadurch vermögend, sein eigenes Gewicht mg auf die Höhe 
H zu erheben oder die Arbeit mgH zu leisten. Oben ist die Ge- 
schwindigkeit Null, die lebendige Ejraft des Körpers ist durch die 
Erhebung seines Gewichtes auf die Höl^e H , dtirch die geleistete 
Arbeit mgH ganz aufgezehrt. Fällt er nun wieder abwärts, so wird 
auf die Beschleunigung des Körpers die Arbeit der Schwerkraft, sei- 
nes eigenen Gewichtes verwendet, und ist er durch die HöheH her- 
abgesunken, so ist diese auf den Körper verwendete Arbeit mgH 
und diese gleich der in dem Körper angesammelten lebendigen Kraft 
/ . ' imvo^ • 

0. Der fall eines sohweren'Eörpers in einem, widerstehenden Mitlel. 

56. Der Widerstand eines Mittels, in welchem sich ein Körper 
bewegt, hängt ab von der Form und Grösse dieses Körpers und Ton 
der Geschwindigkeit. Er ist Null, wenn die Geschwindigkeit Null 
ist, wächst immer mit dieser und würde unendlich gross- werden, 
wenn die Geschwindigkeit diess werden könnte. Die Richtung des 
Widerstandes ist der Richtung der Bewegung entgegen. Wir be- 
zeichnen mit w den Widerstand des Mittels, dividitt . durch die 
Masse m des bewegten Körpers, so dass dieser Widerstand mw ist. 
w ist dann eine Funktion der Geschwindigkeit v, welche mit v zu- 
gleich Null wird; und bis ins .Unendliche mit v wächst. 

Zählt man .die Zeit von dem Zeitpunkte , in welchem der Kör- 
per anfängt zu fallen, misst man den Abstand h, welchen der Kör- 
per in der Zeit t erreicht, von dein Ausgangspunkte des Körpers 
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an abwärts, uHd also ebenso die Geschwindigkeit ▼, so ist die be- 
wegende Kraft mg — m-w: 
Damit gibt der SatÄ dem Antriebe 

V = ragt TT-, m/wdt oder 
^dt oder 



mv: 



==gt— y(wc 



dv = gdt — wdt. ) 

Da die Geschwindigkeit von Null ausgeht, so geht auch w da- 
von aus, und es ist also jedenfalls anfänglich w kleiner als §/ die 
Zunahme der Geschwindigkeit positiv oder die Geschwindigkeit 
wächst, «aber langsamer als beim freien Fall. 

Mit der wachsenden Geschwindigkeit wächst auch der Wider- 
stand und damit w, die Zunahme der Geschwindigkeit oder genauer 
die Beschleunigung wird daher kleiner. Aber die Geschwindigkeit 
fährt fort zu wachsen, und damit der Widerstand, bis endlich der 
Widersland des Mittels dem Gewichte gleich geworden ist , oder 
w :i= g. I^un ist die Beschleunigung Null geworden, die.Grescliwin- 
digkeit. bleibt dieselbe, damit auch der Widerstand, die beiden auf. 
die Masse m wirkenden Kräfte mg und,mw>&ind und bleiben im 
Gleichgewichte, der Körper bewegt sich nun gleichförmig mit der 
erlangten Geschwindigkeit fort. Diese Geschwindigkeit findet man 
mit d§r. Gleichung * g = w, 

wenn w als Function von v gegeben ist. 

Für die Projectile der Artillerie kann man nach den Beobach- 
tungen, welche in Metz angestellt wurden,. den Widerstand der Luft 
gleich 

0,0£8. TT r'v* (14- 0,002.3 v).g. 
setzen, wenn r der Halbmesser, der Kugel ist, undwiedieGeschwinr- 
digkeit V in Metern geraessen ist. Die Einheit der Kraft ist dabei 
diejenige, welche der Masse 1 Kilogramm die Beschleunigung 1 Mer 
ter in der Secuhde ertheilt. ' . 

Setzt man die Masse der Kugel gleich 

i^.r'J, ^ • . . 
wo i^die Masse in der Vplumeneinheit, die mittlere Dicht« der Ku- 
gel und,. bei fiohlkugeb, Ihres Inhaltes ist, wobei,' falls das Mittel 
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auch schwer ist» die Dichte dieses Mittels abgezogen .werden mass, 
was in der Hydrostatik erklärt wird, so hat man 

w = 0,021 . :^ (1 ^ 0,0023 v) g 

und also für Bestimmung der Gränze der Geschwindigkeit, wekher 
sich die Bewegung nähert, und mit weicher sie endlich gleichförmig 

fortgeht 0,021^(1 + 0.0023 v) = l. 

... • rzJ ^ 

Man. sieht, diese Endgeschwindigkeit wird um so grösser,. je 
grösser ^er Halbmesser der Kugel und je dichter diese ist. Für 
eine Zwö^pfünder-Kugel ist r = 0,0^91 und J = 7200; damit wird 
obige Gleichung 

. ^ v'(l 4- 0,0023 v) = 20260- 

Setzt man hier zuerst 

. , v*= 20260, 

so erhält man v = 143, was zu gross ist. Damit wird 

0,0023 v» = 6586. und y^=^ 20260 - 6686 = 136r4. 
Daraus findet man einen zweiten Näherungswerth v =117, welcher 
zu klein ist* Durch weitere Fortsetzung dieser Rechnung findet 
man die Endgeschwindigkeit zwischen 125 und 126 Meter. 

Eine,. wie die obi^e> gusseiserne Kugel von nur 1 Millimeter 
Durchmesser gibt dagegen die Endgeschwindigkeit nur 13 Meter 
ungefähr. 

Für so kleine Geschwindigkeiten kann man 0,0023 v gegeü 1 
vernachlässigen» und dann hat man. die Endgeschwindigkeit gleich 



v; 



rJ 



•0,02^1 

Diese ist daher bei gleichier Dichte der Körper -der Quadrat- 
wurzel aus dem Halbmesser, und bei gleichem Halbmesser der Qua- 
dratwurzel aus der Dichte proportional. 

• Bei der Bewegung in andern Mitteln , z. B. in Wasser , finden 
ähnliche Rechnungen statt, nur ist dort der Widerstand viel grc^sser, 
bei Wasser etwa SOOmal so gross als bei Luft. Hiet werden also 
bei gleicher Grösse der Körper und bei ;gleicher Dichte die Endge- 
schwindigkeiten sehr viel kleiner. Man benützt diese Sätze beim 
Scblamm(3n,-bei welchem man bei Körpern^von einerlei Dichte die 
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vion läeinerem. Darchmesset von denen von grösserem Durchmesser 
durch das Fallen in Wassiör oder einer andern Flüssigkeit trennt, 
und bei manchen Verfabrnngsarten zur Aufbereitung derErze, 
bei welchen man von verschiedenen Körpern von mögliebst glei- 
chem Korne öder Durchmesser läie dichteren von den weniger dich- 
ten durch tiieses Mittel sondert. 

57.^ Oben ist angenommen, der fallende Körper gehe von der 
Rühe aus; wird er mit der Anfangsgeschwitidigkeit Vq vertical ab 
wärts geworfen, so kann diese kleiner oder grölBser sein als die oben 
bestimmte Endgeschwindigkeit; damit ist dann auch der Widerstand 
des Mittels kleiner oder grösser als das Gewicht des Körpers. Im 
ersten Falle wächst die Geschwindigkeit so'lange^ bis hierdurch der 
Widerstand des Mittels dem Gewichte des Körpers gleich geworden 
ist, was eintritt, wenn die oben bestimmte Endgeschwindigkeit err 
reicht ist; im andern Falle nimmt die Geschwindigkeit und fiamit 
auch der Widei:stand des Mittels ab, bis auch hier die Geschwindig- 
keit erreicht ist , für welche der Widwstand des Mittels dem Ge- 
wichte des Körpers gleich ist, also dieselbe Endgeschwindigkeit wie 
im ersten Falle. 

Setzt man, wie diess für nicht sehr grosse Geschwindigkeiten 
angenommen werden kann, .^ 

w = -^g, 
wo jalso a diese JEndgeschwindigkeit ist, so gibt die Gleichung (a) 

'_: i=gdt, 

: '■ \ • -^- ', . 

und a?ln^ -:;i2^t, . • 

a — V • ^ 

wozu keine Constante kommt, weüQ für t = auch v = werden 
soll. Aus dieser Gleichung folgt 

2gt gt , gt 

e » — 1 e » ~ e «^ ' /,,x 

' - . ""^^-271 ^ _gi ' _^ * W 

^ e • -Hl e • +e .» 

Setzt man hier -^--' für v, so erhält man die Fallhöhe in der Zeit t 
dt 
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g 2 

wo die Constante bereits so bestimmt ist, dass h = wird fürt=0. 
Ans den Gleicbungen (b) mid (c) kann man t eliminiren , um 
die erlangte Geschwindigkeit dmrch die Fallhöhe auszodrftcken. 
Einfacher führt aber dazu der Satz von der Arbeit » 'welcher , wenn 
man mit der Masise dividirt, gibt .. 

vdv—gTl — -yj dh oder 
r = g d h und daraas 

1-- 

— a*ln A — -}^ = 2gh oder 

»*»°pi^. = 2gh, (d) 

wozu keine Gonstante kommt, weil fär v = auch h = wird. 

Die Gleichung (b) zeigt, dass die £tidge8chwindigkeit v = a 
erst für .t= QO erreicht wird; dass die Geschwindigkeit sich dieser 
Grenze, wen^a nicht sehr gross ist, ausserordentlich schniBlI äähert, 

— li ^11 

da e ^ dann gegen e * sehr bald sehr klein wird. Für ein sehr 
kleines a und ein nicht zu kleines t gibt die Gleichung (c) an- 
nähernd 

a* , e » a* /^gt , _\ 

h=: — In-— = — (^--T*ln2 ) 

g 2 g Va J 

= at 1b2, 

g 
wo die Höhe gleichförmig mit der Zeit wächst; 

Für ein sehr grosses a oder überhaupt für kleine Werthe von 
gt 

— kann man obige Ausdrücke in Reihen nach Potenzen dieses 
a • * - 

Ausdrucks entwickeln , und erhält so * ^ 

.=,.o-,(ii)VA(it)V,..) 

Holtsmann, theoret. Mechanik, 3 
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Diese Aasdrücke kann man benützen, um die Abweichungen von 
der Geschwindigkeit und der Fallhöhe beim freien Fall für die ersten 
Zeiten za berechnen. 

d. Der in Einern widentehendeii Mittel vertical anfirärts geworfene 

Körper. , 
58. Misst man den Abstand vertical aufwärts und von dem Punkte 
an, von welchem der Körper mit der anfänglichen Geschwindigkeit v^ 
zur Z.elt vertical aufwärts ausgeht, so ist die auf den Körper in 
dieser Richtung wirkende Kraft . ^ 

— mg — mw, 
und damit die Beschleunigung 

dv ' 

dt=^«-"^- . 
Diese Gleichung gilt, so lange der Körper aufwärts steigt, so wie 
er aber seinen höchsten Punkt erreicht hat, und wieder fallt, so 
wird, weil der Widerstand des Mittels der Bewegung immer entge- 
gengeht, die bewegende Kraft und die Beschleunigung 
— mg t4- mw und — g + w. 
Die- ersten beiden GKeichungen gelten daher nur ijär. die Be- 
wegung aufwärts. Setzt man, wie in der vorhergehenden Aufgabe 

v' 

so wird dv ,^ 

1= — gdt, woraus 

V v* 

aarctan -^ — aarctan — = gtoder 
a a 

tan-^ = -^-^ L und 

a a' -^ Vo V 

gt . «t- 

. Vn cos^- — asm^- 

" a a > . 

v = a ■- — 7 T- (a) 

. gt gt ^ ' 

VoSm^- + acos=— 
dh "aal 

Aus V =^ erhält man die- Höhe, welche der Körper zur Zeit t er- 
reicht hat h = a In fcos^ + — sin ^1 ' ^^ 
wo die Constante so bestimmt ist, dass h = wird fär t = 0. 



An^gaben über geraflUimge B«wegiing. 3& 

führt Äu 

y=-gdh, 



Der Satz von tier Arbeit führt tn 
vdv 






woraas man nach Bestimmung der Integrationsconstante durch 
v = Vo.fürh = findet 

*'^%^TTV = 2gh. (c) 

Ans der letzten Grleiehnng erhält man für v = die grösste 
Höhe, welche der Körper erreicht, 

was für ein gegen v^ sehr grosses a nahe 

'2g 
wird, wie sie olkne widerstehendes Mittel wnrde. Bei dem änf das 
Aufsteigen folgenden Fallen des Körpers erreicht er, wenn er dnrch 
die Höhe h^ gefallen ist, eine Geschwindigkeit v , welche durch die 
Gleichung (d) der vorhergehenden Aufgabe 

^'^'^^^«-r^^sgh, 

gegeben ist. Aus dieser Gleichung und (d) in dieser Aufgabe findet 



man 



*o _^ 



'3 s' was 
a-— v' 

Die beim Herabfallen von der Höhe h^ erlangte Geschwindig- 
keit ist daher kleiner als die Anfangsgeschwindigkeit v^ , und zwar 

V ' 

um so mehr, je grösser — ^ ist Für ein unendlich grosses a wird 

Die Zeitti ^ welche der Körper braucht, um auf die Höhe h^ 
aufzusteigen, findet man au$(a), indem man dort v = setzt, durch 

gti Vfl , . a ' v« ^ • • ^ 

. tan ^-^ = — oder t. = — arc tan ~. (e) 

a a g a . ^ ^ 

Diese Zeit ist kleiner als die, welche der Körper zum Herab- 
fallen von der Höhe h^ braucht, weil die Gei^chwindigkeitea auf- 

3» 
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wärts grösser sind als die beim Herabfallen. Man erhält nämlich, 
wenn man die Gleichung (c) von (d) abzieht, flir das Aufsteigen 



2g (h, — h) = aMn 



woraus man zur Vergleichung der Geschwindigkeit v^, welche in 
derseilben Höhe beim Herabfallen erreicht wird, wie oben hat 



a»v» 



es ist also v^ in jeder Höhe immer kleiner als die Geschwindigkeit 
beim Aufsteigen durch diese Höhe. 

Für die ganze Zeit, welche yom Abgänge bis zur Rückkehr 
verfliesst, hat man aus (e) und der vorhergehenden Aufgabe 

für ein nicht widerstehendes Mittel wird a unendlich gross, und da- 
für geht die Formel in 

«• ' . 
übeir, wie sie aus der gleichförm^ beschleanigten Bewegimg folgt. 



t,=-^ 



Bestimmung der Kraft aus d^ Bewegung. 

&9. Ist die Bewegui^g eine bekannte und die Masse des be- 
wegten Körpers gegeben, gleich m, so ist die bewegende Kraft mit 
den früher gebrauchten Bezeichnungen 

^ dv d's 

mf=m^ = in-5p-. 

a. Bei Morin's Versuchen . über tlie Reibung wurde eine 
schwere Masse m über eine horizontale Bahn durch eine zweite 
schwere Masse m^ fortgezogen , welche vertical abwärts .an einem 
Seile hing, das über eine Rolle mit der ejsten Masse verbunden 
war, so .d^ss beide Massen dieselbe Bewegung annehmen mussten. 
Diese Bewegung wurde als eine gleiehförmig beschleunigte erkannt 
Wie gro8s4far hier die der Bewegung der Massen entgegenwirkende 
Reibung? 

Bezeichnet man diese mit R, so ist die bewegende Kraft hier 
. ^ ■ t »lg — R> . 
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uBd ist f die beobachtete Beschleonigang, so ist, weil m H- m^ die 
bewegte Masse ist, wenn man von den Massen d^s Seils nnd der 
Rolle absiebt 

nii g — R = (m -f» nit ) f , woraus 
R = nii g — (m 4- nii) f. 

b. Die, Kugel efnes Zwölf)pfänders erhält beim gewöhnlichen 
Schusse eine Geschwindigkeit von 488 Meter; die Länge des Wegs 
der Kugel ist hierbei die Länge der Seele des Rohrs weniger der 
Länge der Pulverladung und des Halbmessers der Kugel , welches 
1^8944 beträgt. Die Masse der Kugel ist 6,08 Kilogramm. Wie 
gross ist die mittlere Kraft oder.die^ constante Kraft, welche auf 
diesem Wege dieser Kugel obige Geschwindigkeit mittheiit? 

Der Säte über die Arbeit gibt, wenn P die bewegende Kraft ist 

• P X 1,8944 = JX 6,08 X (488)*, woraus 

P = 382200 Krafteinheiten oder gleich dem Gewichte von 

382300 

— --— - = 38960 Kilogramm schwerer Masse. . 

c. Wie gross ist die Kraft, welche ^er Masse m die Ge* 
schwindigkeit _ a* 

8 

mittheilt, wo a condtant und s der Abstand ist? . 
,Man hat die Beschleunigung 



dv^ a* ds a' ' . 
dt~""I^'dt""~I^'''"" 


a» 

8« 


und die bewegende Kraft 

• P=~mV 

s* • 




Die bewegende Kraft ist somit umgekehrt proportional der 
dritten Potenz des Abstandes und immer gegen den Anfangspunkt 
von s gerichtet, oder eine anziehende gegen diesen Punkt. 

d. Ist gegeben 


und dabei a nnd b positiv, so erhält man 




ds a dv 





dt = ^ = -bTt'''"'"*°* 
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dv _ _ b _ __ b^ V 
dt"" a •" a, a* ' 
und die bewegende Kraft bei der Masse m 

o ^ *> b\ b» 

a a a' . 

Diese Kraft ist dahejr ein Widerstand' gegen die Bewegnngv 
welcher der Geschwindigkeit proportional ist, oder sie besteht ana 
einem constanten Theile, welcher dem Abstände ^ntgegengorichtet 
ist, und einem veränderlichen Thejle , welcher in der Richtung des 
Abstandes wirkt and diesem proportional ist. Ans dem ersten Ans-- 
drucke geht hervor, dass diet als. anfänglicli positiv angenonniiene 
Geschwindigkeit abnimmt, nnä.dass wenq sie Nnll geworden ist, 
auch die Kraft Null geworden ist. Der Körper bleibt daher von 
dort, an in Ruhe. Diess findet statt, wenn der Abstand gleich a 
geworden ist Die Gleichungen gelten daher nur für positive v. 

Ausser Gleichung 

a dv ,^- 
V =2= — — -Yi erhÄlt man 
D dt 

b v 

wo V gleich v^ gesetzt ist für t == &; aus ihr sieht man, dass die 
Geschwindigkeit Null und damit Ruhe erst in unendlicher Zeit er- 
reicht wird. 
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60. Misst man den Abstand des bewegten Punktes zur Zeit t 
auf der krummlinigen Bahn von einem Punkte dieser Bahn, und ist 
dieser Abstand gleich s; bewegt sich der Punkt, in der darauffol- 
genden unendlich kleinen Zeit dt durch das Element der Bahn ds, 
so gibt diese Bewegung fiir die Zeiteinheit den gleichförmig durch- 
laufenen Weg ; 

ds • •• . • ; -^ 

. dl = ^' 

welcher einen Begrifif gibt', wie schnell in dem Aligenblicke d t der 
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Punkt sich bewegt, und welchen man wie früher die Geschwindig- 
keit des Papktes znr Zeit t nennt Die Richtung der Geschwindig- 
keit ist die Riebtang des Elenaentes ds, das heisst, die Richtung 
der Tangente an die Bahn an der betrachteten Stelle nach der Seite 
hin, nach welcher, die Bewegung erfolgt 

61. Für die Rechnung ist es meist bequemer, die jeweilige 
Lage des Punktes durch seine Coordinaten zu bestimmen. . Sind x, 
7, z die rechtwinklichen Coordinaten des bewegten Punktes zur Zeit 
t, so ist die Bewegung vollständig bekannt, wenn man x, y, z als 
Functionen der Zeit kennt. 

Beispiel a. Ist x = a; y = b +.ct mnd z ^^O, so ist die Be- 
wegung eine geradlinige, zur y Axe parallele, in der x, y Ebene von 
der Axe y um a wegliegende. Sie ist gleichförmig, und die mit der 
y Axe parallele Geschwindigkeit gleich c. 

b. Ist x=at; y = b-f-ct und z = 0, so geschieht die Bewe- 
gung in der z, y Ebene. Man findet die Gleichung der Bahn, wenn 
man t aus den beiden ersten Gleichungen eliminirt, 

•^ a 

Die Bewegung ist eine geradlinige. . 

c. Ist X = at*; y = b -t- ct> und z = 0; so ist die Bahn eine 
ebene in der Ebene x, y liegende und ihre. Gleichung 

(y-b)' = ^x. 

Die Bahn ist eine Parabel, defen Axe der x Axe parallel ist, 
und von der x Axe um b wegliegt; der Scheitel liegt in der y Axa 

d. Ist x= at; y = bsin27r— und z=0; sq liegt die 
Bahn in der x, y Ebene ; ihre Gleichung ist 

y = bsin 27r — . . 
air 

e. Ist x = asin2;r--; y =:bsin{27r /9)undz = 0; 

T T 

80 ist die Bahn eben und liegt in der x, y Ebene. Durch Elimina- 
tion der Zeit t findet man die Gleichung der Bahn 
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2xy ^ y' 



1 



co8^-t-^ = 8in^^ 



welches die Gleicfanng einer Ellipse ist, deren Mittelpnnkt im An- 
fange der Goordipaten liegt. , 

Die Neigung der Axen gegen die x Axe ist gegeben durch 

2 ab 
tan2a=-^ — ncos/?. 

oder wenn man b ^ 

— = tan w setzt • 
ä ^ 

tan2 a = tan 2^) cos/?, 

woraus man zwei . um 90^ auseinander liegende Werth^ von a 

erhält. - 

Die Axen selbst sind die beiden Werthe von r, welche- fttr 

diese Werthe von a die Gleichung. 

2 _^ ; a'sinjy'tany* . 

."~ tany'cosa* — tajQsin2acos^ + sina' 

gibt. •' 

Die Ellipse wird iii der Zeit t durchlaufen, weil nach dieser 

Zeit X und y wieder dieselben Werthe haben. 

Ist /? =0, so geht die Ellipse in die gerade Linie 

y = — = xtany 

a 

über; die Amplitude der Oscillation ist Va' + b'= . 

'^ cosy 

Ist dagegen /9 = tt, so geht die Ellipse in die gerade Linie 

• b ' 

y = rx= — tancp 

a, ^ 

über, die Amplitude bleibt' dieselbe. 

Ist sin /^^ =^ 1 , und b ^ a, so geht die Ellipse in einen Kreis 
vom Halbmesser a über, 

f. Ist x = a sin 2 TT-; y = acos2^-; z = bt, so ist die 

t ' TT 

Gleichung der Projection auf die x:, y Ebene eioe Kreislinie vom 
Halbmesser a, nämlich 
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während z proportional mit derZ^it wächst.. DieSahn des Punktes 
ist eine Schrdufaenlinie, da. det Kreis, die Projection in dar x, y 
Ebene, ebenfalls proportional mit der Zeit oder gleiehförmig dorch- 
laufen wird. 

• 62. Ist r der Abstand der Projection des bewegten Punktes 

anf die x Axe von dem Anfange der Goordii^aten z^r Zeit t, se ist 

dx * 

3— die Geschwindigkeit, mit welcher diese Projection die x Axe 

dt ' - 

durchläuft. Man nennt diese die JSeitengeschwindigkeit des 

bewegten Punktes in der Richtung x, oder auch hur die JKe- 

schwindigkeit in der.Kichtung X. ' 

Sind y und z die beiden' andern der rechtwinklichen Goordina- 

ten des bewegten Punktes zur Zeit t, so sind ebenso 

dy , dz 

die Geschwindigkeiten des Punktes nach den Richtungen y und 
z zur Zeit t. • 

Nun ist, wenn ds, dz^ <ly, dz die zu der Aendernng der Zeit 
•um dt geherigen Aenderungen des Abstabdes d^s Punktes auf der 
Bahn selbst gemessen und seiner Coordinaten sind, so ist 

dx==dsco8(ds,x); dy = dscos(ds,y); dz = dsc6s(ds,z) 
was durch dt dividiit, mit der Bezeichnung v der Geschwindigkeit, 
und weil v in der Richtung d & liegt 

^ = vcos(v,x);^=: vcos(v,y);^=^vcos(v,z) (7) 

gibt - - _ 

Die Seitengeschwindigkeit nach irgend einer Rich- 
tung i£t die Projection der Geschwindigkeit auf diese 
Richtunjg.' Dabei hat v kein Zeichen oder wird immer als positiv 
behandelt, während der Winkel' von v mit irgend einer Richtung, 
z.B. X von der Seite der positiven x bis^u v gemessen, ^zwischen 
und 180^ liegtj und daher die- Seitengeschwindigkeit nach x pösi-. 
tiv oder negativ ist, je nachdem' v, je ein spitzer oder ein stumpfer 
Winkel ist. Im ersten Falle ist diese Geschwindigkeit nach der 
Seite der positiven x , im' andern nach der Seite der negativen x 
gerichtet. . ' 



X ^ dy . dz 

— =-0: — =:;c: — = 
t ' dt ^ dt 
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. Quadrirt man die drei obigen 01ßic]ioDgen und addirt sie, so 
erhält man - 

-•=(rO'-(H)'-(H)" ('•) 

Als geometrische Gonstruction ergibt sich ^qs diesen Formeln, 
dass man die Geschwindigkeit y nach Grösse und Richtong gleich 
' der Diagonale des Parallelepipeds hat, welches die drei aufeinander 
rechtwinklichen SeiteDgeschwindigkeiten 
. dx dy - dz 

zu Seiten hat. Mann nennt die Geschwindigkeit auch die Resal- 
tirende dieser Seitengeschwindigkeiteu. * Für die Beispiele der vor- 
hergehenden Nnmni^r erhält man hiernach : 
a. Hier ist dx 
ä 

daraus ... rv*c=c* / ..' 

und (v,x) = 90^ (v,y) = 0und(v,z) = 90% d.h.. . 

die Geschwindigkeit geht nach der Seite der positiven y, wobei 
vorausgesezt ist> dass c positiv, ist Ist aber c negativ, so wird 
(v,y)= 180^ und die Geschwindigkeit g^t nach .der Seite der ne- 
gativen y. 

b.. Es ist dx_ ^^ ^ — n 
dt.^*''dt"~'''dt"" 

v* = a*4-c' 
und - ' 

cos(y,x)= - t. .;cos(v,y):^-— 7=|c=^ cos(v,z)=0. 

c. Hier ist dx ^ ^ dy dz .^ 

.v« = c' + 4a*t» 

und- :e08(v.,) = :^^^^^===.; 

Die Geschwindigkeit ist also mit der Zeit veränderlich ; sie 
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bildet mit der z Axe eineo rechten Wiakel, fiegt also in der x, y 

Ebene, in welcher ihre mii der Zeit veränderliche Richtung durch 

die Winkel (v, x) und (y^y) tollstHndig bestunmtiet, aus iwelcben 

noch * / \ j. c 

tan(v,x)=± 



2at 

Die letzte Gleichung lässt aber in Unkenntniss, in welcher 
Richtung die - durch sie gegebene. Linie durchianfen ;srird; Diese 
hebt sich abet durch die Betrachtung des Zeichens von cos (v, x) 
oder von cos (v, y). 

Ist z. E. a positiv, so weiss map, dass die Projectiou'in der x 
Axe nach der Seite der positiven x fortschreitet, oder dass (v, x) 
ein spitzer Winkel ist, wonach das Zeichen in obiger Gleichung zu 
nehmeiK ist, weiches chat. Ist dieses positiv, so gilt ^das obere, 
ist c negativ das untefe Zeichen , so dass tan (v, x) immer positiv 
wird , wie es für einen spitzeä Winkel sein muss. 

d. Die Seitengeschwindigkeiten sind ^ ^ 

dx dy 27rb ^ t dz ^ * 

— = a;y^=: cos27r-; X7=0. 

dt d t' r T dt 

2K2 



' 2 2_x_ 47r'b 



^(cos2^^j; 



27rbcQs 271— . 
cos (v, x) '= — ; cos (v, v) = ; cos (v, z) = 0. 

Ist a positiv, so ist (v,x) immer ein spizter Winkel , welcher 
da V immer zwischen ^ 

äundya^ + ^^' liegt, 
zwischen und dem durch cos (v x) = 



V. 



a' + 



bestimmten liegt. Der Punkt bewegt sich daher am langsamsten, 
mit der Gesckwindigkeit a, wenn er parallel der Axe x geht; seine 
grösste Geschwindigkeit hat er zugleich mit. der grössten Neigung 
seiner Bahn gegen die ^x Axe. 

e. Hier sind die Seitengeschwindigkeiten in der (x, y) E)beoe 
dx 27ra _ t .dy 2;i:b ' .^ \ ... 

V- = cos 2 TT — und TT =^ "^ cos (2 5T S) ' 



44 L Kräfte an einem Punkte, i 

Diese SeiteD'gisschwindigkeiteD darch v dividirt geben die Co- 
sinus der Winkel (v, x) und (v, y). Nimmt man nun an, a und 
b »eien positiv, so wird für ein sehr kleine» t, oder far den Anfang 
cos (v, x) positiv oder v, x ein sf)itzer Winkel. Liegt ß ^wischen 
und TT, 60 wird der anfängliche Werth von 7 negativ und der be- 
wegte Punkt durchläuft <]aher..seine elliptische Bahn- von der Seite 
der negativen y nach der Seite der positiven k, oder von diesen zu 
den positiven, y. ■'. , 

Liegt dagegen ß zwischen n und 2flr, so ist der anfangliche 
Werth von y positiv, und die Bahn wird in der Richtung von den 
positiven, y zu den positiven x dnrchlaufeni also der ersten Richttmg 
entjg[egen: * 

Ist ä = b und sin /3^ = 1 , so wird die Bahn ein Kreis, dieser 

'■ n 
wird in der Richtung x, y durchlaufen, wenn /^ = i^^» dagegen in 

TC • ' 

der Richtung y, x, wenn /?=3 - ist. Die Geschwindigkeit «v ist hier- 

. ^ * 

bei = , die Bewegung eine gleichförmige. 

'Ißt /? = oder TT, so wird die Bahn eine Gerade, welche durch 
den Anfang der Goordinaten ^eht Beidemal ist die anfangliche 
Geschwindigkeit so g0richtet, dass die Projection aqf die x Axe 
nach deren positiven Seite hingeht. 

f. Hier, sind die Seitengeschwindigkeiten ^ 

dx 27ra « t dy 27ra . ^ t -dz . 

dt ^% r dt T r dt 

woraus die Geschwindigkeit * ~ 

wird. Die Bewegung ist also eine gleichförmige, cos (v, z) wird 

— , also constant, die Neigung der Bahn gegen die z Ajie^ ist also 

ebenso' in allen Punkten der Bahn dieselbe. . . 

63. Projicirt mq.n den bewegten Punfkt parallel zu drei schie- 
fen Coordiqatenaxen Ax, Ajy, Az auf diese, und nennt man die 
hierdurch erhaltenen Abstände von A auf diesen Axen x, y, z zur 
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Zeit t; dorchlänft der bewegte Punkt in der nneodlicb kleinen 
Zeit dt den Weg ds, und Bind dz, dy, dz die schiefen Prejec- 
tionen von ds au£ die drei Axen Ax^ Ay, Az, so nennt man ancfa 
dieses , 

^^ dxdy dz 

dt' dt '^ dt 

die drei Seitengeschwindigkeiten der Geschwindigkeit t- nach die- 
sen drei schiefen Richtungen. . 

Aas dieser Definiti&n geht unmittelbar hervor, dass man auch 
aus diesen drei SettengescHwindigkeiten die Geschwindigkeit selbst 
nach Grösse und Richtung erhält, wenn man über diesen drei Sei- 
tengeschwindigkeiten, diese nach ihteo Richtungen an dem Ort des 
bewegten Punktes aufgetragen , ein Paralleiepiped beschreibt, und 
die Diagonale zieht , welche von dem bewegten Punkte ausgeht. 
Man sa^t hier, man habe die drei Seitengesch'windigk^iten zu ihrer 
Resultirenden zusammengesetzt. 

Ist diö Rede von der Geschwindigkeit nach einer. Richtung n 
ohne wetteren Zusatz ^ so versteht man darunter immer die Ge- 
schwindigkeit der rechtwinklichen Projection des^bewegten Punktes 
aufn. 

64. Unter der Beschleunigung eines bewegten Punktes nach 
einer Richtung x versteht man die Beschleunigung der rechtwink- 
Kchen Projection des bewegten Punktes auf die Richtung x. Ist x 
der Abstand dieser Projection von einem bestimmten Punkte in der 
Richtung x, zur Zeit t, so ist 

d^ 
... dt» 
die Beschleunigung des bewegten Punktes nach dieser Richtung zur 
Zeitt. , . 

65. Wir steilen uns die Aufgabe, die Beschleunigung eines 
Punktes ;iach einer gegebenen Richtung n. zu bestimmea, w6nn <Ke 
Beschleunigungen desselben Punktes nach drei aufeinander recht- 
winklichen Goordinatenaxen Ax, Ay, Az gegeben, sind. 

Sind zur Zeit t die Coordinaten des bewegten Punktes x, y, z, 
so ist der Abstand der Projection des Punktes auf n von einer 
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durch den Anfang der Coordinaten fechtwinklicli auf n gelegten 
Ebene 

n =x cos (n, x) -t- y cos (n, y) -t- ;k cos (n, ä) ; 

daraus erhält man die fieschleuoigang in der Richtung n gleich 

d'n d^x , xld'y \ . d'z ■ . 

dt^^dt^^^^^"*^^"^ ^coß(ö.y) + JpCos(n.z)- 

Dieser Aasdrack lässt sich auf eine einfache Form bringen, 
wenn man mit Hilfe der Gleichungen. 

-^ t=r f cos (f, x) ; ^ = f cos <f, y) ; ^ = f cos (f, z), 

aus welchen , _ /^^'^^* . f^^i^^ i (^^^^ 

* -^KÄX}) '^\J^) ^\J\}) 

folgt, die Linie f nach Richtung und Länge construirt, Was , wie 
man sieht, darauf hinaus kommt, die drei Beschleunigungen nach x, 
y, z an dem Orte des bewegten Punktes nach ihren Richtungen auf- 
zutragen, ein ParaUelepiped über diesen drei Linien zu beschreiben 
und die Diagonale von deni Orte des bewegten Punktes aus zu ziehen. 
Diese ist f nach Grösse und Richtung.- 

. Setzt man die durch f ausgedrückten Werthe der Beschleuni- 
gungen nfich den drei Coordinaten- Axen in den Ausdrück für die 
Beschleunigung naph n, so wird dieser 

d'n , 

j-y = f [cos (f, x) cos (n, x) -t- cos (f, y) cos (n, y) -f cos (f, z) cos (n, z)] 

= fcos(f,n). (8) 

Die Beschleunigung nach irgend einer Richtung n ist daher die 
Projection des oben constrnirten f auf diese Richtung. Daraus 
folgt, das^ die Beschleunigung in der Richtung f ein Maximum' ist, 
dass die Beschleunigung nach jeder andern Richtung kleiner ist, 
dass sie für jede Richtung, welche rechtwinklich auf f ist, Null ist, 
und positiv für jede, welche mit f einen spitzen, negativ für jede 
Richtung, welche; mit f einen ^tunipfen Winkel btldöt. Diess zeigt 
zugleich, dass f nach Grösse und Richtung y^xs der Wahl der Coor- 
. dinatenaxen unabhängig ist.. 

Wir nennen f die Beschleunigung der Bewegung im Ge- 
gensatze zur Beschleunigung nach einer bestimmten Rieh- 
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tQD-gy welche gleich der Projection der Beschleonigang 
der Bewegung auf diese- Richtung ist 

66. Bestimmung der Beschleunigung für einigeBewe- 

g u n g e n. Beispiel c in Nr&. 57. Die Bewegung geschieht in der x, y 

Ebene und esnst *» j u . * 

X = at? und y = b 4- ct. 

Damit erhält man d*x ■ , ^ , d*y ^ 

Es ist also die Beschleunigung constant, f=2a>und geht pa- 
rallel mit der x Axe. Der Winkel, welchen die Geschwindigkeit 
mit der x Axe bildet, ist gegeben durch (Nro. 62 c) 

• . ■ 2at 

cos (v, x) = , , , , 

^ ^ ^ Vc'-t-4a»t» 
woraus die Beschleunigung in der Richtung von v oder in der Tan- 
gente an die Bahn 

f cos (v. f) = f cos (v, x)= ^, ^'"'^ ^ = ,, ^^'— - . V?. 
. ^ "^ . / Vc^ + 4aH» Y?+4ax ^a* 

sich ergibt, welche also veränderlich ist, und keineswegs gleich f, 
wie man etwa glauben möchte. 
* Die Beschleunigung rechtwinklich auf die Bahn findet man 
c '/ \ 4*c 4ac • 

Beispiel e in Nro. 62. 
Hier ist 

x = asin27r-; y = b8inr2yr--^/?J; z = 0; 

daraus d'x 47r' . « t 47r' , ,: 

3-1=— — 5-a8m27r-' = j-oc und ebenso . 

dt* . T^ . T T 

dt»"" T^y^dP""^' 
Daraus erhält man mit x*-f-y» = r' 



4 



t 



r 



cos(tx) = — -; cos(f,y) =. — ^. 

Z Z ' 



48 I. Kräfte an einem Paokte. 

Die Rlohtunfg von f geht daher, von dem bewegten Pinikte 
durch den Anfangfipnnkt der Goordinaten, imd^ie Beschleunigang 
ist der Entfernung des bewegten Punktes von - diei^em . Anfangs- 
punkte proportional. \ ' . . 

Beispiel f. in Nro.61. Hier erhält man 

d'x 47r» d'y- ' 471» ^ d'z ^ 

dr«=-T^^-dr^=-"Try-°°^..^^ 

woraus die Beschleunigung f wie in dem letzten Beispiele folgt; sie 
geht hier der x, y Ebene parallel dciroh die z.Axe. 

Per Winkel der Beschleunigung mit der Bahn ist immer ein ' 
Rechter; die Beschteunigung nach der Tangente an die Bahn ist -da- 
her hier immer gleich Null, nnd das Maximum der Beschleunigung 
nach irgend einer Richtung liegt immer rechwinklich auf die Bahq. 

67. Man kann die Beschleunigung nach einer bestimmten 
Richtung n auch durch die Geschwindigkeit y und den Winkel v, n 
ausdrücken. Es ist die Geschwindigkeit in der Richtung n gleich 

vcos(v,n) 
und daraus. die Beschleunigqng in dieser Richtung 

V rc \ d[vcos(v,n)J 

fcos(f,n);^ V ^^ ^=. _ 

dv . V . . vd(v,n) 

— ^cos (v, n) -^ V sin (v, n) . ^^ f . 

Damit erhält man die Beschleunigung in ,der Richtung der 
Tangente an die Bahn, oder kürzer die Beschleunigung nach' der 
Bahn, indem man (v,n) =^0 setzt, gleich 

.•^ = fco8(f.v). (9) 

was unmittelbar einzusehen ist. • . 

- Rechtwinklich auf die Bahn ist (y, n) = 90" und man Tiat die 
Beschleunigung 

_.lö^_ . - 0») 

Nimmt man n rechtwinklich auf die Osculationsebene, so ist 
d(v,n) = und daher die Beschleunigung in dieser Richtung gleich 
Null. Es liegt also die Beschleunigung ^er Bewegung, f in der 
Osculationsebene der Bahn. Rechtwinklich auf die Bahn und in 
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der Oscnlationaebene liegt der Erümmungshalbmei^ser der Bahn. 
I^immi-maii diesen, und zwar von der Bahn nach dem Krümmnngs- 
mittelpankt für n, so dass also.n auf der concaven Seite der Bahn 
liegt, nennt man q den Rrnmmangshalbmesser^ and ds den Bogen 
der Bahn, weicheren der Zeit dtdarchlanfen wird, während der Win- 

kel (v, n) aus -^'in— 4- d(v,n) übergeht, so ist 

— ^d(v,n) = ds, 
woraas die Bescbletu^gmig nach dem Erünmmngsh^Ibmesser oder 

fcos(f.,).= ^ ^; = ^. (10a) 

wird. Je grösser diese Beschleaoignng bei gleicher Geschwindig- 
keit der Bewegung ist, desto kleiner wird^, desto schneller die Bahn 
gekrümmt. ^ - 

Beispiele in Nro. 61. 

In der vorhergehenden Ntimmer ist gefanden 
f = 2 a und f parallel x. . 
femer in Nro. 66 : / • ; ' 

cos(v,xy= undv' = c^-h4a?t^ 

Damit erhält man die Besehlennigang in de^ Bahn. 

fcos(fiv) = fcos(v;x) = 2a.— * = ^ 

wie diess die Ableitung von v' nach t ebenfalls gibt. 

Für die Beschleunigang nach dem Krümmungshalbmesser hat 

man . . .' - 

fsinCf, v) = fsin(v,x) = 2a V 1 - ^^^' = 

.' \T* 



2a-;^-= r-n-n 2ac 

v - . . V • 

Diese Beschleunigung ist aber gleich 



dahe^ der Krümmungshalbmesser der Bahn 



y^ _ (c^-f-4ax) 

Bolt'smann, theoret. Mechanik. 



* 2ac 2ac 
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Beispiel e in Nro. 61. . . . 

Id der, vorhergehenden Nummer ist gefunden 

f = — ^.r und f in der Richtung von r. 

Danrit erhäit meai die Beschleunigung in der Baku 

— = f cos (f, v) =i — j- r cos (r, v); 

Diese Beschleunigung ist daher gleich der Projection des Halb- 
messers der elliptischen Bahn auf die Tangente multiplicirt mit 

4n^ r ' 

dem Constanten Factor -^^; sie ist positiv^ wena die Geschwindig- 
keit mit^dem von der Bahn zum Mittelpunkte gezogenen Halbmesser 
einen spitzen Winkel bildet, andernfalls negativ. 

Für die Beschleuäigung nach dem Kriinmmngshalbmesser hat 

man v' • 47r' 

— = l^iß (f, v) ;= -^-r-rttu(r, v)i wotsoß man flir den 

Krümmungshalbmesser den Ausdruck 

^ 47r'rsi^(r,v)- 



erhalt. _; :. . 

Beispiel f in Nro.&l. 
Hier ist diQ Beschleunigung f constant ==v-^, a und immer 

normal auf der Bahn. Die Beschleunigung in dieser ist daher I>^ull, 
oder die Bewegung ist ^ine gleichförmige. Die Beschleunigung nach 
dem Erümroungslialbmesser ist hier f selbst, daher 



i! 


4:n' ■ 








= — r.a, woraus 






e 


V^ 


^ 






K^..^ : 


x^' 
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= -4p— = '' + 


An*- 


a ' 
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Kruminliiii^ Bewejgwkg. D jeamik. 

68, Bei der geradlinigen Bewegung besteht die Wirkung der 
bewegenden Kraft in der Aenderung der Geschwindigkeit und ist 
propprtional der Beschleunigung. Bei der krummlinigen Bewegung 
besteht die Wirkung der Kraft in Aenderung der Geschwindigkeit 
in der Richtung der Bahn, and in Abänderung der Richtung der Be- 
wegung, weich* let^eres, wj£ wir gesehen haben» ioErtheilung einer 
Beschleunigung normal zur Bkhu besteht. Die Aenderung der Ge- 
schwindigkeit in der Richtung der Bahn kann daher hier nicht das 
Maass fdr dief Wirkung der. Elraft allein gebeü. Auch kann die 
Kraft nicht in der Richtung der Bahn oder der Geschwindigkeit 
. liegen , da dann keine Ursache zur Krümmung der Bahn vorhanden 
wäre. Dagegen wird dis Kraft so liegen müssen, dass rechtwinklicfa 
zu ihr keiiüB > Wirkpng ; . d. h» keine Beschfeunigung stattfindet. Es 
wird also die Beschleunigung der Bewegung, das f der letzten I^um- 
mern dieselbe Richtung haben müssen, wie die bewegende Kfafb. 

Die Componentfe der Kraft in der Richtung der Bahn ändert 
die Richtung nicht ab, ihre Wirkung kann nur die Beschleunigung 
in d^rBahn sein. Ist P die bewegend« Kraft, na (He bewegte Masse, 
V die Geschwindigkeit und f die Beschleunigung der Bewegung, so 
ist hiemach 

Pcos(P,v)=infco8'(f,^v) ' . 

oder weil P und f in eine* Richtung zusammen -fallen • 

P = mf 
wie bei der geradlinigen Bewegung. 

Der Satz,, dass auch bei krun^mlinig^r Bewegung die bewegende ' 
Kraft gleich der Masse multipÜcirt mit der Besöhleunlgung ist, 
zeigt, dass/die Bei^chlennigung, welche eine Kraft ertheilt^ jnnab- 
hängig von der bereits bestehenden Bewegung ist, was eine Erweis 
terüng des Erfahrungssatzes in Nro. 42 ist. 

■ 69.. Die Gleichungen (9) und (10) in Nro. 67 geben durch 
Multiplication mit der Masse 

Pcos(P,y) = m3T «öclPsinCP,v)^m;— , ' (11) 

. Qt . p 

wozu noch kommt, dass die Kraft, als mit der Richtung der Be- 
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sohleanigQDg zasammen fallend , immer in der Oscalatioiisebene der 
Bahn liegt, and zwar auf der cobcayen Seite 4er Bahn. 

' Die zweite dieser Gleichungen zeigt, dass tlie Eramnmng der 
Bahn nm so grösser ist, je grösser die Gomponente der Kraft nor- 
mal zur Bahn ist. 

dv 
. Ist die Geschwindi^eit constant, ist — = 0,^.80 Ut die 

erstie Gomponente der Kraft Null ; in diesem Falle f&llt die tUch-* 
tnng des Krummnngsbalbmessei's mit der Richtung del* Kraft zu- 
sammen. 

Um der Masse m eine kreisförmige Bewegung zu ertheilen, be- 
darf man in der Richtung der Bewegung, d. h. tangentiell an die 
Bahn eine Kraft 

dv' 
Pcos(P,v) = m~ 
. • . dt • 

und ip der Richtung des Halbmessers gegen d«n Mittelpunkt des 
Ejreises die Kraft 

Psin(P,v) = m- 
r 

wenn r der Kreishalbmes^er ist. 

Ist die Bewegung gleichförmig, so wird die erste dieser Kräfte 

I^uU imd es bleibt nur die zweite übrig, 6der 

' ^ v' 
P=:m— . 
r 

Man nennt häufig die Gomponente der bewegenden Kraft nach 

dem Krümnmngshalbmesser die Gentripetaikraft. 

70. 'Ist P eine n9,ch Grösse und Richtung constante Kraft» 
welche* die Masse m bewegt, so geschieht die Bewegung in der 
Ebene, welche durch die anfangliche Geschwindigkeit* v^ der Masse 
und die Kraft g^ht. Zerlegt man nämlich P .nach der Richtung 
von Vq und reehtwinkfich darauf > so liegt diese zweite Gomponente 
also ebenfalls in der Ebene P, Vq , die Ablenkung der Masse^m aas 
der Richtung vouTo ^^^S^ also wieder in derselben Ebene, und so 
ftir alle späteren Zeiten.. . 

Die Beschleunigung in der Richtung von P ist 

p ' . - 

m 
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und die Projection auf eine ZU P parallele Richtung durchläuft also 
in der Zeit t den .Weg (Nro. 36) 

■ . ^I^t' + ct,. ^ - . 

wenn <; die anfängliche Geschwindigkeit dieser Projection ist. Diese 
anfangliche Geschwindigkeit ist aber v'^ cos (P, v^). Daher der 
Weg der Projeetion auf die Richtung P gleich 

i^'t'.H-VoCos(P;vo).t. 

Rechtwtnklich auf diese Ricbtung ist die Beschleunigung Null, 
die anföngliche .Geschwindigkeit ist v^^ sin (P, v^) ; daher der Weg der 
Projectton ¥on m auf diese zweite Richtung in der Zeit, t gleich 
VoSin(P,Vo).t. 

Trägt man dieser beiden Wege Von dem anfänglichen Ort der 
Masse m in der Richtung von P und röchtwinkfich darauf, so dass 
diese rechtwinkliche R4chtung mit v^ einen spitzen Winkel bildet, 
und beschreibt über beiden ein Rechteck, so ist die gegenüberliegende 
Ecke dieses Rechtecks der Ort , welchen die Masse m zur Zeit t 
erreicht hat. 

An denselben Ort kommt man ab'er auch, wenn man in der 
Richtung • von P den Weg 

P 
* m . _ 
aufträgt, welchen die Masse m unter der Wirkung der Kraft durch- 
laufen hätte^ wenn m von der Ruhe ausgegangen wäre, und wenn 
man auf die Riphtüng Ton v^, den Weg V(, t aufträgt, welchen die 
Masse. m vermöge der Trägheit, nach Wegnahme -der Kraft P in der 
Zeit t durchlaufen hätte; wenn man endlich über diesen heiden 
Linien ein Parallelogramm beschreibt. Die dem Au^sgangspunTste 
der Masse m gegenüberliegende Ecke dieses Parallelogramm^ ist 
der oben bestimmte Ort^ welcher! die Masse m in Folge der anfäng- 
lichen Geschwindigkeit v^ und der Wirkung der Kraft P in der Zeit 
t erreicht. 

Dasselbe gilt auch für eine stetig veränderliche Ej-aft P für 
eine unendlich kleine Zeit dt. . löt v die Geschwindigkeit der Masse 
m zur Zeit t, so würde sie vermöge der Trägheit 'den in der Rieh- 



54 ^' Kj-äfte an einem Punkte, 

tung von V liegenden Weg vdt durchlaufen, vermöge der Kraft P 

P 

von der Ruhe aus "den Weg J — dt' in der Richtung von P. Den 

Ort, welchen die Masse in dieser Zeit dt erreicht » findet man als 
die dem Ort zur Z^it t gegenüberliegende Ecke des Parallelo- 
gramms, welches die zwei Seiten vdt in der Richtung von v pnd 

P 

i — d t' in der Richtung von P- hat. Die Aenderung von P während 

dieser Zeit bringt nur eine Aenderung dieses Ortes hervor;, welche 
ein unendlich Kleines yon höherer als der zweiten Ordnung ist. 

Rennt man die Geschwindigkeit eiqer Masse m, ihre Ge- 
schwindigkeit V und die Orte, die sie zur Zeit t inne hatte und nach 
der Zeit t + dt erreicht, so lässt sieh' hiermit die bewegende Kraft 
P der Grösse und Richtung nach b.estimmen. Man trägt in der 
Richtung von v von dem Orte, der Masse zur^Zeit t detx Weg vdt 
auf, und verbindet den Endpunkt dieses Wegs mit dem Orte, :s(e\'r 
eben dje Hasse zur Zeit t + dt erreicht hat. Diese Yerbii^dun^fi'^ 
linie, die Ablenkung oder Deviation in der Zeitdt ist xler I{.ich* 
tung der. Kraft. P pai:allel^ und gleich 

p \ . . ■ 

woraus P gefunden werden kann. 

Bewegt sich z. B. eine Masse m gleichförmig mit der Ge- 
schwindigkeit V in einem Kreise vom Halbmesser r, so würde diese 
Masse vermöge der Trägheit .in der Zeit dt den Weg vdt nach der 
Tangente an den Kreis durchlaufen ^^ während sieinderThat den 
^Bogen vdt auf dem Kreise durchläuft; Die Ablenkung ist, da der 
Sinus und der Bogen bei unendlich kleinem Winkel bis auf unendlich 
Kleine der dritten Ordnung gleich sind^.d^m Radius im Anfange 
voü vdt parallel und gleich . 



A vdt\ 

(l^COS-^J:^ 



vdt\ ^ vMt^ 

J „2 > 



wenn man die unendlich Kleinen höherer Ordnung weglässt. 
Setzt man diese Ablenkung gleich 

P / 

i-dt, . 

. . m 
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so, erhält man P = m — 

in. der Ricfatcyig des Radiiis, die Centripetaikraft, wie sie in der 
vorhergehendep Nninmer bestimmt ist. 

71. And (Nrö. 65, 8) hat maa Tür eine beliebige Richtung n 

.^ V d'n 
f cos (f, n) == -r-j , woraus 

mfcos(f,n) = nt-r— j, 
. t 

oder da f und die Kraft P einerlei Richtung haben 

d'n 
Pcos(P,n) = mjp. 

Die Gomponente der Kraft in der Richtungvon n ist 
gleijch der bewegtenMasse mültipiicirt mit der Beschleu- 
nigung nach dieser Richtung. 

Bringt man in die gerade Linie n eine Massem,., gleich der be- 
wegten m^ und lässt man auf diese in jedem Augenblicke die Com- 
ponente der Kraft nach der Richtung n ;einwirken, so wird diese Masse 
raimmer die Beschleunigung haben, welche -der Projection der in 
der That bewegten Masse m auf die Linie- a zukommt. Briogt pm 
alsa diese Masse m''noch in die »itängliche Lage der Projection der 
ersten Masse^m, und ertheiit ihr die anföngliche Geschwindigkeit 
dieser. Masse m in der Richtung n, so wird sie auch immer die Pro-^ 
jectiop der bewegten Masse bleiben.' 

Bringt man in jede von drei aufeinander reehtwinklibhen Coor- 
dinatenaxen eine der bewegten Masse m gleiche Masse, bringt diese 
anfanglich j d. h. Rii* t == in die Stellen des Projectionen der be- 
bewegten Masse m, ertheiit jeder die anfängliche S,eitengeschwin7 
digkeit der bewegten Masse nach der betreffenden Richtung, und 
lässt endlich auf jede dieser drei Massen je die Componente der 
Kraft nach dieser Richtung wirken , so Werden sich diese drei 
Massen so bewegen-, dass sie iipmer die Projectionen der krumm- 
linig bewegten Masse sind. . Man hat also statt der Bewegung der 
krummlinig bewegten Masse die geradlinigen Bewegtingen dreier 
gleicher Missen zu betrachten, und erlfthirt' durch diese die Bewe- 
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guDgen der Projection^n der krammlinig bewegten MassB .auf die 
drei Coordinatenaxen, wodurch die Bewegung bekanat ist. * 

Sind also x, y, z die drei rechtwinklicben Goordinaten des be^ 
wegten Punktes zur Zeit t, so hat mao ' . 

Pcos(P,x)=m^;Pco8(P,y)F=m^; Pcös(P,z)=im^: (12) 

Beispiel ä. Ein schwerer Körper von der Masse mwird 
mit der anfänglichen (xeschwindigkeit unter dem Winkel a gegen 
den Horizont ' aufwärts hinausgeworfen. Die Bewegung , zu be- 
stimmen. 

Nimmt man die Goordinaten % und y horizontal, z vertical auf- 
wärts von dem Ausgangspunkte des Körpers an; x in der Vertical- 
ebene durch die Aafangsgeschwindigkeit v^ , so ist die bewegende 
Ki:afb m g constant und verdcal abwärts gehend. Damit werden die 
Gleichungen (12) 

^ d^x . / d»y ' d^z ' . 

0=.m^;0 = n,^;-^mg = m^. (a) 

' Die beiden ersten geben 

x==a-l-bt; y = c4-dt, 
wo a,.b, c, d die Iniegratiopdconstanten sind. Da x und y vom Ans- 
gangspntikte deg Körpers gemessen werden, so werden sie, wenn 
man die Zeit von dem Zeitpunkte zählt, in welchem der Körper aus 
diesem Ausgangspunkte ausgeht. Null für t = 0, was a^=0 und 
c = gibt» - . • ' * 

Die Geschwindigkeiten nach beiden Richtungen- isind . * 

also constant; 'Fürt = ist- die Geschwindigkeit in, der Richtung 
der;c Axe v^cosa und die Geschwindigkeit in der Richtung der y 
Axe gleich Null ; es ist daher . - 

bpiv^cosa uödd = 0. 
Darart wird x=Vo*cosa undy==8.. * , - C^)* 

. . Die Bewegung- geschieht daher in- der. x,.z Ebene ,vwas auch 
vorneherein zu sehen war. 
- . Die dritte der Gleichungen gibt.dofch Integration ' 
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z = kt-fgt» . 
wo i eine IntegrationsicoDstatite ist, and die andere gleich Noll be- 
stimmt ist, .wegen ? = für t =ii 0. 

Die Geschvindigkeit in der Richtung z wird damit 

. di , 
j^ = k-gt 

"was für t :^ die Anfangsgeschwindigkeit in dieser Kchtimg oder 
Vq sin a geben muss. . Es ist daher vollständig bestimmt 

z== Vj, tsina — Jgt^ (c) 

Durch die Gleichungen (b) und (c) ist die Bewegung vollstän- 
dig bestimmt. 

Set2t man v^ =:2gh, wo also h xlie Höhe ist, yon welcher 
der Körper frei herabfallen müsste , um die Geschwindigkeit Vg zu 
erhalten, so wird die Gleichung der Bahn 

• • x'- 
z=xtana — jT- j. . . (d) 

Diese Gleichung erhält man unmittelbar durch die Betrachtun- 
gen derNxo.70. Vermöge der anfanglichen Geschwindigkeit wurde 
der Körper in der Zeit t den Weg Vg i durchlaufen Qnd daher die 
Höhe Vq tsin ä erreichen, und die horizontale Distanz v^ tcoscv. . 

Die Kraft ist -veftical, durch sie wird daher die horizontale Be- 
wegung nicht geändert, und' ist X der in der Zeit t erreichte horizon- 
tale* Abstand, so ist X == Vq t cos CK wie oben. Damit wird die Höhe, 
auf welche der Körper in dieser Zeit vermöge der anfanglichen Ge- 
ßch^'indigkeit aufsteigen würde - * 

X tan a , 
welches das erste Glied der Gleichung (d) ist. 

Durch die Schwere wird ein von der Ruhe ausgehender Kör- 
per in der Zeit t durch den Weg Jgt' abwärts geführt, was durch 
X ausgedruckt ^ ^ ' 



ig- 



v^'COsa'^ 4hcosa' 
wird, das zweite Glied der Seite röchts 4er Gleichung. (d). . 

Die Bahn des geworfenen Körpers ist eine Parabel, deren Axö 
vertical stejit,*' die grösste Höhe, welche der Körp'er erreicht, ist 
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z/ == h sin a* 
und die Abscissa dieser grössten Höhe oder die halbe Warfweite 

x^ = h sin 2-«. . 

Die Directrix der Bahn liegt in der Höhe h über dem Aus- 
gangspunkte. Hat man h bestimmt, so lassen sich z^ und x^ leicht 
geometrisch constmiren, womit die Parabel selbst geonretrisch be^ 
stimmt istL 

Die grösste Wurfweite erhält man flir sin 2 a = t, also fiir die 
Elevation des Wnrfs a=^45^; sie wird 2 h, wobei die grösste er- 
reichte Höhe gleich ^h. 

Für die Geschwindigkeit der Bewegung findet man 

v = V2g(h^z), . * ' 

sie ist ^Iso in jedem Punkte dieselbe, welche ein von der Höhe h— z 
herabfällender Körper erlangt. . 

Im höchsten Punkte ist die Geschwindigkeit am J^Ieipsten und 
gleich ' / 

; * V2ghcosa' = Vjj^Oos« - • 

gleich der horizontalen Anfangsseitengeschwiudigkeit. 

Atis der zweiten der Gleichungen (ll,Nro.69) erhält man noch 

' ^ . 2g(h-7z ) 

m g cos (P; fl) = m . -^-s — -j ^ woraus 

— f cos (z, ^) == 2 (h— z) , oder, 
die Verticalprojection des Krümmungshalbmessers ist gleich der 
doppelten Entfernung des Parabelpnnktes von der Directrix, was die 
bekaiinte Gonstruction des Krümmungsmittelpunktes gibt. 

Beispiel b. Die Masse m wird durch eine Kraft gegen. einen 
unbeweglichen Punkt angezogen, welche der Entfernung von jenem 
Punkte proportional ist. . 

. Die« Bewegung ist eine. ebene, die Ebene der Bahn geM durch 
die anfängliche Geschwindigkeit und den Anziehungspunkt. Nimmt 
man diesen als Ursprung der rechtwinkliehen Goordinaten x, y in 
der Ebene der Bewegung, nennt man r die Entfernung des bewegten 
Punktes von deq| Ursprünge zur Zeit t, so kann man die bewegende 
Kraft '••/.' 

- * • P = mk'*t ■ ' . 
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setzen, wo k constant ist ; ihre Componeüten nach der x und y Axe 
sind dann 

— mk*x und -^ink'y, 

woraus die GleichangeiL der Bewegung 

^.^-k^xnBd-^=-kV 
folgen. ' 

Die allgemeinen Integrale dieser Gleichungen sind 
X — A smkt^-Bcoskt 
y = Aj sinkt4-Bi cbskt, 
WQ A, B, At und Bi' vier witlkürh'che Gonstanten der Integration 
sind. Zu ihrer Bestimmung diient dre Lage des bewegten Punktes 
zu irgend einet Zeit und die Geschwindigkeit y*^ welche er dort hat. 
Istfür't = 0; x=;Xo und y = und die Geschwindigkeit v^ mit 
einer Richtung, welche mit der Axe der x den Winkel a bildet, 
diesen von x nach y gemessen , so hat man> wegen der ersten Be- 
dingung 

xö = B und = Bi . , , 

Zur Benützung der zweiten Bedingupg berechne ich zuerst 
die Seitengeschwitidigkeiten 

— =Akco8kt — Xo ksinkt und 

dy ' 

tt: = Ajkcoskt. 

Ntin wird für t = die Geschwindigkeit in der x Axe v,, cos a udd 
die Geschwindigkeit in der y Axe v^ sin«, womit 

v^,cosa = Ak und Vosina= Alk 

wird. Damit ist vollständig bestimmt 

v-cosa ". , , , , 

' ; x = -2__ 8inkt-4-XoCOskt, 

Vosina . ,s . 
y = -2-r — smkt 

V COS*CK ' 

Setzt man -^^-r — =bcos/? undx^ = —B«in/?, woraus 

,2 v„ ^cos«^ ^ 2 j. /, x„k 

b' = -^i— -5 h Xo ^ und tanÄ = ^— ^ , so wird 

k* - '^ . Vocos« 
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die erste dieser beiden GleichimgeD 

x = bsiii(kt — ^), 
womit die beiden Coordinaten auf die Gleichungen in Beispiel e, 
Nro. 61, 62 nnd 66 gebradit sind. Die Bewegung des Punktes ge- 

scbieht in einer Ellipse; die Oscilladonsdan^ ist t = -7-. 

72. Wählt man statt der Coordinaten in der x, y Ebene Po- 
larcoordinaten r und 9 , während man die Coordinate z beibehält, 
so hat man 

x = rcos9>; 7 = rsm9 und z=:z. (a) 

Zerlegt man die bewegeude Kraft P nach der Verlängemng von r 
gleich Pcos (P»r), rechtwinklich darauf in dur Ebene z, y, nach der 
Seite hin, nach welcher die Winkel g> wachsen,, welche Componente 
P cos (P, n) heissen mag, und endlich nach z in P cos (P, z), so hat man 

Pcos (P,r) = Pcos (P,x)cosyH- Pcos (P,y)siBy, 
w)as mit den Gleichungen (12 in Nro. 71) in 

rd'x d*y . 1 

™ Ldt^''^^^'^dt^^'°^J Cb) 

übergeht. iEbenso hat msui 

Pcos(P,n) = Pcos{P,y)cos9 — Pcos(P,x)sin9 
rd^y d^x .1 

Aus den Gleichungen (a) erhält man aber (durch zweimalige* 
Ableitung 

d?x d'r ^dr . dg> f^^9V . d*a 

^ = ^cosy--2-smy-^-rcosy|[;^^J -rsiny^, 

^ = J^st«9 + 2-cosy^-rsmy(^-^J.4^röos,^^^ 

Snbstituirt man diese Werthe in die Gleichungen (b) und (c), so 
erhält man 

■'-<-.»)= -14^ -'S]- 

Multiplicirt man die zweite dieser Gleichungen mit r, so erhält man 
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rechts eine vollständige Ableitung,; and so die Gleichungen der Be- 
wegnng für diese Coordinaten 



d 



Q't) 



r.Pcos(P,n)=im — r^-^ » / 0^) 

• dt ■ 



Pcos(l>,z)=:mj-j. 



d'z 
^d? 

73. Man kann in folgender Weise eine Anschanang von d^ Be- 
deatoBg dieser Formeln gewinnen. Ans dem Abstände r der beweg- 
ten Masse vom Ursprunger von r zur Zeit t wird iü der Zeit dt . 

wenn man bei den ÜQendÜch Kleinen der'zweiten Ordonng stehen 

dr 
bleibt. Der Theil jr dt dieses Zuwuohses von r wird vermöge der 

znr Zeit t bestehenden Seitengesehwindigkeit in der Bichtang.von r 

dnrcfalaufen,' was vermöge der Trägheit geschieht. Von dem übrig 

- d'r 

bleibenden Theile § tt^^^' g^^ noch- das Stück ab, das zur Zeit 

t + dt zwischen dem mit dem Halbmesser r beschriebenen Kreise 
nnd der Tangente an diesen an dem Orte der Masse znr Zeit t ge- 
zogen liegt, da die Masse verm,öge der aaf r rechtwinkiichen Sei- 
tengeschwmdigkeit nach der Tangente an den Kreis und nicht nath 
diesem fbrtgehen würde. Dieses ist nach' dem Beispiele am Ende 
von Nro. 73 

wo V die Geschwindigkeit nach det Tangente des Kreises ist. .Da 
aber der Endpunkt von r in der Zeit dt den Bogen rdy beschreibt, 
so ist 

dcp 

..- '='dt ... 

nnd. daher das betrachtete. Stück der Ablenkung in der Richtung. 
von T. I 
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Es bleibt daher nur noch die Ablenkang in der Richtung von r 

i^elche durch die in der Richtung von r wirkßnde Kraft Pco8(P,r) 
in der Zeit d t hervorgerufen wird. Man hat daher nach (Nro. 73) 

. 4Pco»(P.r)dt* = m{ig^ir(^)*]d^, 

welches die erste der abgeleiteten Fom\eln ist. . . 

Aus dem Winkel ^ wird in der Zelt dt, wenn man wicfder bis 
l(u-den unendlich kleinen, der zweiten Ordnung fortgeht 

und also der Weg der Masse iu der Zeit dt rechtwinklich auf r 

was mit Weglassung der unendlich kleinen höherer als der zweiten 
Ordnung den Weg 



gibt. Hiervon wird 



r^äti=rd«p 

dt 



vennöge der Geschwindigkeit zur Zeit tÜn dej: lUchtung rechtwink- 
lich auf r durchlaufen, also vermöge der Trägheit. Der andere Theil 
des Wegs ist dagegen die Ablenkung-, welche die Kraft Pcos.(P,n) 
• in der Zeit dt hervorbringt, und man hat daher nach (Nro. 73) 

. iPc»(P,.)a..=„[iiif+i,ü?Jd.< 

und dieses ist die zweite der oben gegebenen Formeln in ihrer zuerst 
gefundenen Form. 

74; Die Form,. in welcher diese Gleichung unter (13) vorkommt, 
gibt noch -zu folgendem Ver^nlassnngt r'df) ist die doppelte 
Fläche , welche der Yector r in der Zeit d t beschreibt . Diese 
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doppelte Fläche, durch dt dividlrt, aIso auf die ZeitOinheitreduckty 
neust man die Fiächengeßohwindigkeit der Masse m in der 
Ebene r, g>; und ihre Ableitung nach t di^ Flächenb'esehleuni- 
gung. Andererseits gibt man. dem Produkte r.Pcas (P, n), wie 
später noch weiter, auseinander gesetzt werden wird, den Namen, 
das statische Moment der Kraft P für die Axez, wekhe 
rechtwinklich auf r und n steht. Darnach lässt sich die zweite der 
obigen Gleichungen in den Woirten aussprechen: 

Das statische Moment' der bewegenden Kraft ist 
gleich der Mafrse multiplicirt mit der Flächenbeschleuni- 
gung, diese iix:der Ebene genommen, weiche 2ur Axetles 
statischen-Momentes rechtwinklich ist. 

Beispiel. Die Kraft, welche die- Masse m belegt, sei mk'r 
und gehe durch die Axe der z, rechti^Hnkiich auf diese, von der Masse 
gßgen die Axe. Damit ist 

P cos (P, r) = — in k^r j P coa (?, n) = ; Pcoa (P, z) = 0. 

Die dritte der Gleichungen (13) gibt 

dz 

— constänt, gleich der anftnjjlichen 

Geschwindigkeit in dieser Richtung, welche "gegeben sein muds, 
wenn die Bewegung eine vollkommeo bestimmte sein soll. 
. Die zweite der Gleichungen (13) lehrt 



d 



. 0= ■ ■ ■ • »woraus 

. . dt 

r*^=,c • ■ <a) 

dt 

ebenfalls eonstant. Die Flächengeschwindigkeit ist constänt und 

Das Integral links ist die doppelte Fläche, welche der Yector in der 
Zeit t beschreibt. Diese Fläche ist daher der Zeit proportional, 
und für gleiche Zeiten gleich gross. . ^ . . 

Ist wie in (JNro. 71, Beispiel b)" für t = der Abstand r gleich 
Xp und die Geschwindigkeit der MasÄß gleich. Vo. unter dem Winkel 
a gegen die Verlängerung von x^ geneigt, diesen Winkel nftcl) der 
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Seite der positiven (p gerechnet, so ist f&r die-aof tci: folgende 

Zeit dt j ' . jx 

rd5p = Vo smadt 

und daher ^, dy __ 

dl 
wDchircb die Fläcbengeschwindigkeit beistimmt ist. 
Die erste Gleichung (13) wird 



t ^ = Xo ^0 sm flr= c, 






setzt man in- diese mit (a) den We'rtli w>n- ^, so erhält man 

dt • 

* '"dt» r" 
MaltipUcirt man diese Gleichong auf beiden Seiten mit 2—, 

ut 
SO lässt sie sich integriren. Die Constante bestimmt man ans 

■ " ' dr 

- = vocosa 

fürt=0. : 

Die Aufgabe ist aber in Nro. *l\ , Beispiel b , schon auf ein- 
facherem Wege behandelt; desshalb hier nur noch folgendes. Kennt 
man r die ganze ümlaafszeit, so ist nach der früheren Behandlung 

27t ■ .' ' . 

Sind a and bdie beiden B[albaxeu der elliptischen Bahn der Masse 
m, so gibtäie Gleichung (b) far den ganzen Umlauf 

2ab7r = cr, ' . 

woraus also mit dem bereits bestimmten Werthe von c der Flächen- 
inhalt "der beschriebenen Ellipse 

_^XoTo^rsina 



k 



wird; 



75. Geht- die bewegend^ Kraft durch einen bestimmten un- 
beweglichen t^kt, so nennt man die entstehende Bewegung eine 
G en t r a 1 b e w e g u n g. Sie ist eine ebene Bewegung; die Bahn liegt 
in der. Ebene durch die Geschwindigkeit zu irgend einer Zeit und 



= m 
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darch dien Ponkt, durch welchep die Kraft ioimer geht. Nimmt 
man diesen. Punkt al« ürsprujag der Pölarcoordinaten r, .9^ so gibt 
dieNzweite delr Oleichuöfifen (13, Nro. 7?) Homitt^lbar 

'('■if) 

it — ■ 

woraus die Flächengeschwindigkeit 

coflstant« und die in der.Zeitt vom VectorT beschriebene- Fläche, 
der Zeit proportional. . Die Gonstante bestimmt aich aus 4er Ge- 
schwindigkeit Vq ,' welche in einer gegebenen Entferntrng r^ statt- 
findet, nebst dem Winkel l^eider. *Maa findet 
, . c* = VoVosin(v^,ro). 

Hat man umgekehrt von einer ebenen Bewegung erkannt,- dass 
. der Vector von einem unveränderlichen Punkte aus nach dem be- 
wegten Punkte; gezogen in gleichen Zeiten gleiche Räume 'be- 
schreibt, so folgt daraus 

^^>=o ' ' • 

dt 
und ailso mit der zweiten der Gleichungen (13) 

Pcos(P,n) = 0, 
oder, die Componente der K^raft rechtwinklich auf den Vector ist 
Null, die Kraft, selbst liegt also in der Linie des Veclors^ -önd geht 
somit immer .durch den Ursprung des Vectors. , Die" Bewegung ist 
eine Centralbe^egung.* Das in der vorhergehenden Nummer behan- 
delte Beispiel ist ein Beispiel ejner Gentralbewegung. 

76. IHr Satz vom Aütriebe (Nro, 51) .findest fuir.die €om- 

ponenten der Bewegung nach einer bestinnäten Richtuiig statC Eis 

ist fl»x 

Pcos(P,x)=:m-^ 



woraus 



/pco,(P.x)dt-m||-.(l|)^ 



Holtsmann.^ tli«or«t. Mechattik. 
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folgt* Die ^anahme^der Grösse der Bewegung nach eint^r bestimni- 
teällichtaDg ist gleich dem Antriebe der Gompooenten der Kraft 
in dieser ^Richtung , od^ wie man auch «agt der Coiuponenten des 
Antriebs in dieser ßichtang. 

Die Gleichung .... 

d V ^ ^ 

Pcos(P,v) = ra-^ 

gibt ebenso * . x • 

yPcos(P,y)dt = mv — mvo (14) 

teo Yö die. Geschwindigkeit der Massie zur Zeit Null ist. Der An- 
trieb in der Richtung der Bahn ist. der Zunahme der Grösse der 
Bewegung gleich. • " 

I&t die Gomponente der Kraft nach der Tungente süi die Bahn 
constant, so nimmt die . Geschwindigkeit mit der Zeit proportio- 
nal zu.. 

77. Pie zweite ßleichuirg - ( 1 3 in Nro. '72) ist 

- ■ <^''df) • • 

fPco8(P,n) = m ; 

' . dt. 

sie gibt das Integral ^ .* . ' 

/;Pc.s(P..)dt=„[,.^-(r.|f)]. 0« 

Das integral links nennt man das Moment des Antriebs » das Pro- 
duct aus der Masse in' dieFlUchengeschwindigkeit die Grösse der 
Flächenbewegung. Damit lässt sich obige Gleichung so aus- 
sprechen: Das Moment des. Antriebs während der Zeit t ist gleich 
der in dieser Zeit erfolgenden ZunUhoie der Grösse der Flächen- 
bewegung. ■ ' • ^ \ ' ' 

Weiss man z. B. von, einer Bewegung, dass der Tectof r pro- 
portional mit der Zeit wächst, mid daiss die reehtwinklich auf* den 
^ Yector gerichtete Compönente der Kra£t eonstant.ist, also etwa 
r = atünd Pcös(P,n) = mb^,. 
so. gibt diefier Satz ,, . . 

Jrab»at^=:aVt'^,oder ' 

. dt 
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y dg) 

4— =3—, woraus 

^a dt 



wean man g» = 0^ für t= oioämt 

Die Bewegung erfolgtr^lso in einer archin^edischen Spirale. . 

78. Der Satz Yon der Arbeit der Kraft. Die Arbeit der 
Kraft, während der Verschiebung des Angriffspunktes oder der be- 
wegten Masse m/durch das Element ds der Bahnist (Nro.29) 

Pdöcos(P,ds),. 

w 

Nun ist r» ' /r> j \* r> /r>* \ ^^ 

P cos (P, d s) =^P cos (P,.v) = m — - 

Multiplicirt man diese 'Gleichung mit 

ds = vdt, V . 

und integrirt, so erhält man 

/pcos(P,d8)ds-4mv'--imvo', (16) 

»0 . \ ' " • ' ' . . • ' ^ 

wo So und s auf der Bahn! gemessene Abstände sind ,< und die 6e- ' 
schwindigkeiten der Masse in diesen Abständen mit v^ und v be- - 
zeichnet sind. • ' - 

Das Integral links ist die Summe der Arbeiten der bewegen-^ 
den Kraft fbr alle Verschiebungen auf dem. Wege s© bis s;' die Glei- 
chung (16) sagt: . ' • • 
. Die Arbeit, der Kraft auf dem Wege von So bis s.ist 
gleich der Zunahme der lebendigen Kra^ft der Masse 4kuf 
diesem Wege. ' -... 

Beispiel a. !ßei einer mit der Geschwindigkeit v^ hinaus<- 
geworfenen schweren Mass^ m ist die yertical. abwärts gehende be-. 
wegende Kraft mg; zählt. man die Ordinalen z von dem Ausgangs^' 
punkte der' Masse "aufwärts, so ist, wenn die Masse die Höhe z er- 
reicht ha-t, die AjrbeiiE. der Kraft ^ , - 

V-mgz -, 

und nennt man die Geschwindigkeit an dieser Stelle v, nach .dem 
Satze'. von. der Arbett . ^ . .^ • • 
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— mgz = }inv' — ^mv^j' oder 
> v' = v^j*— 2gz. 

Werden also von demselben Orte ans beliebige schwere Massen 
anter beliebigen Winkelp mit derselben Anfangsgeschwindigkeit Vq 
hinausg^eworfen^ so haben sie alle beim Darehgange durch dieselbe 
Hörizontalebene die gleiche Geschwindigkeit v. 

. .Beispiel b. Wird eine l^asse m gegen, einen Fixpunkt durch 
die Kraft mk^r aQgezogen, wo k^'coogtant und r die Entfernung der 
Masse von dem Fixpunkte ist, so ist die Arbeit der Kraft 
• • • • . 

/m k*r cos (P, ds) d s = mk^ /reo« (r, d s)d-s = 

r ' * • 

= -mk'yrdr = imli»(r,»-r.*). ' . 

Ist also in der Entfernung ro die Gheschwindigkeit der Masse gleich 
Yq^ und gleich v in der Entfernulig r vom Fixpunkte ,'so hat maa 

• knro'-r^) = v'-v^'unä . 

^ : - ' v*=:Vo»H^k»(r/^r*). 

in derselben Entfernung r ist daher die Gieschwindigkeit imnoer die:- 
selbe. . ' ."■ - . . 

Beispiel c. Wird die Masse m nach einem Fizpnakte mit 
einer Kraft gez£)gen., welche umgekehrt proportional dem Quadrate 
ihrer Jkitfernung von jenem Fixpunkte ist, oder bei der-Entfetnung 

-r mit der Kraft . ' . - 

'• . ■ k .-. 

SQ ergibt der Satz über die Arbeit die Gleichung 

— ky.-r| = iy* — i Vocoder .. - 

Es hat also hier v* — Vq * immer dasselbe Zeichen wie — . , 

^ . r r^y 

oder in^rösser^r Entfernqng.ist die Geschwindigk^t Jcleiner als in 

geringerer Entfernung Von dem Fkxpunkte. Koinlnt die Masse .tn aus 
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anendlicher Entfernnog, indem sie von dort von der Rahe aasgeht, 

seist • 2k ^ 

v'-= — oder 

mlL • • ■' - 

— ist die lebendige Kraft, welche die Masse m hierbei erbg^It. 

Weitere Fölgernngen aas dieser Gleichang werden anteh konunen. 

79: Ist die Kraft nach einem aobeweglichen Pankte gerichtet, 
die Bewegang also eine'Geirtralbewegang, lind dabei di^ Kraft eine 
Fnnction des ^bstandes r der bewegten Masse m von jenem Fix* 
pankte gleich m 9) , so hat man .• 

• r ' • 

^ imv'-iraVo' = ±m/ij^ dr=:±m(F^ -F^3 

I (p^ dr darch P^ 

bezeichnet ist. ^ - • 

Für alle diese Bewegungen ist daher die Geschwindigkeit nur 
von der Entfernang der Masse von dem Centram. der Kraft ^ jenem 
Fixpankte, abhängig, und immer, dieselbe, so .oft diese Entfernang 
dieselbe wird. Die Richtungen and eben damit die Bahnen kommea 
hierbei nicht 4n Betracht. Beispiele solcher Bewegungen sind die 
drei lif der letzten Nummer behandelten, wenn man bei der ersten 
den Fixpunkt in unendlicher Entfernang denkt. 

80. Zierlegt man die Kraft P nach den drei Coördinatenaxen 
iu X, Y,, 2, sind dx/dy, d z. die Prejectionen von dis, der Verschie^ 
bong der bewegten Masse, auf die drei Coördinatenaxen, «0 ist pach 
dem Satze ^Nro.31), dass dife Arbeit der Resultireaden gleich der 
Summe der Arbeiten. der Componenten ist 

Pcos(P,ds) ds = Xd;x-fYdy4-Zdz, und daher. 

imv^-imv„'-/(Xdx-4-Ydy-f2dz). -(a) 

Die Componenten der Kraft X, Y, Z k^nn man willkürlich an- 
nehmen and durch x^ y, z und t aasdrücken; immer werden die 
Coordinaten x, y,* z selbist Functionen von t .sein, und man wird 
obige Gleichungen schreiben kennen - 
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i • ■ . ' ^ 

•imv^-i™v/=/(xf| + Ylf4-Z^)dt (b) 

• - V . 

and wird in dieser Weise das Integral rechts als eine Function von 
t erhalten, welche man aber nicht immer durch x, y, z allein wird 
aasdiücken lu&nnen. Im Allgemeinen \drd daher die Geschwindig- 
keit v nicht allein von Vq und der Lage der Masse m zur Zeit t ab- 
hängen, sondern auch von t selbst, oder von der.Bahn, welche der 
Körper dnrtjhlaufeii hat, und von der Zeit, welche er dazu ge- 
braucht hat. 

Sind X, Y/Z durch die Coordinaten 2,7, z allein bestimmt, 

so kann *. ^, , ^ , w , - 

Xdx-4-ydy-f-.i:dz 

entweder das volktändige Differential einer Function F 'sein, 

wenn x, y, z als von cfinander-unabhängig betrachtet werden, oder 

nicht. Das. erste ist bekanntlich der Fall, wenn 

7. dX_dY, dX^dZ, dY'_dZ 

dy~~dx' dz.^dx* dz dx - 

ist, andernfalls nicht. / 

Im ersten Falle hat man 

. . 4mv^-4mVo' = F .^K 

^0 Xö, %r Zp die Coordinaten sind, bei welchen die Masse m die 
Geschwindigkeit Vq hat. In diesem Falle hängt daher die lebendige 
Kraft ^m V? nur Von der Geschwindigkeit v^ bei «©».Yö > ^ ^.^^ ^^^ 
der Lage der Masse m oder von x^ y, z ab, nicht aber voa derBahp, 
welche' die MassQ m zwischen beicien Punkten durchlaufen hat 
Geht die Masse, unter der Wirkung dieser Kraft von dem: Pankte 
Xq, yof Zo mft der Geschwindigkeit vi in beliebiger Richtung ähl so 
-erreicht sie beim Durchgang durch die Fläche 

F =€>'. • • 

. X, y, a 

WO c eine Constante ist, immer dieselbe Geschwindigkeit v, welche 
durch • . I . 

imv^ — Ämvo' = c — F 

* • * « xo, yo, Bo 

gegeben ist^ 
^ /• Ist 4agegen XdxrhYdy-hZdz kein vollständiges Differen- 
tial der als von einander unabhängig beteachteten x, y, z, so lässt 
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sich das Integral (a) erst dann bestimmeB, wenn man zuerst die 

Bahn der Bewegung nnd damit die Abhängigkeit vonz^y^z von 

einander od^^ von t bestimmt hat. * 

Hat man z. B. 

X=— mify; T— -^mbx undZ='0, 

wobei a und b oonstant sein sollen , so ist 

. ' Xdx-f-'Ydy.4-Zdz 

nur dann eiu' vollständiges Differential, wenn a= bist, weiKnur dann 

dX dY .. .. ^ 

-7— = -T— . namucb = ~ m a. 

dy dx 

Für b = a erhält man . 

iv»-JVo*=;^ay(ydx-f-xdy)=-a[xy-TXoyJ.. 

Wird also unter. Voraussetzung djeser Kraft die Masse m von einem 
Punkt» Xo 9 s7a ™i^ d^^ Geschwindigkeit Vq in beliebiger Richtung in 
der Ebene x, y hinausgeworfen, so erreicht, sie in der gleichseitigen 
Hyperbel 

xy = c ' / ^ 

immer dieselbe Geschwindigkeit. 

Ist b nicht gleich a, «0 muss man die Aufgabe in anderer 
Weise, behandeln; 

• 81.' Die Kräfte, welche in der Natur vorkommen,'^ .eind ineist 
Dach bestimmten Punkten gerichtet, Anziehungs- oder Abstossungs- 
kräfte, und dabei Functionen der Entfernungen des bewegten Punk- 
tes' von diesen Punkten. ' 

Sind A, B^ C . . . . solche.Anziehungs- oder Abstos^ifngsmit- 
telpunkte, welche als unbewegt betrachtet werden; sind zur Zeit t 
die Entfernungen der bewegten Masse m von diesen Punkten 

r, Ti , r2 5 * r3 . . . . . 
und. niy , iny' ,' my",. mg)'" . . . . 

die Kräfte, welche von diesen Kraftmittelpunkten aus auf die' Masse 
m übergehen „und welche in den Richtungen r, r^ , r, . . . liegen, 
so ist die Arbeit dieser Kräfte bei einer Verschiebung der Masse 
ijm d 8 • . ~ 
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^ • m fo) d y -h o)' dr, + «" dV^ -h a>"-d r. + . . . .] 

wo dj, dr^., dtj . .. . die Projectionep von ds auf die Hichtungen 
r, fi , tj . • . . ,sind , und also . 

^mv' — Jmvo'=;m/(a) -dt-hw dr^ 4-y"dr, ), 

oder wenn man . r ^^^p. 

> * •/ ' » 

selzt ' • * 

«inY'-iittVo* = m2{r -F > 

WO die Summe auf die analogen Glieder f&t alle Anzieh'ungspqnkte 
auszudehnea ist. . . . ; 

Es ist also hier die lebendige Kraft der Mas^e ni an irgend 
einer Stelle x, j, z' vollständig' bestimmt, wenn man sie fiir eine 
andere Stelle x^, y^ , zö kennt. Aeüdert mail die Richtung vo» v^, 
ohne aber die Grösse oder Xq , yi ,Zo 2u ändern, so wird die Bahn 
eine andere werden, aber die Geschwindigkeit v dieselbe wierden wie 
früher an einer Stelle, fiir welche 

denselben Wertlf hat, wie früher. . . 

Aufgaben über die knimmliiiige Bewegung. 

1^. Die Bewegnng^ eines schnrereR Körpers it emem widerstehenden 

Mittel. • 

82. Mit den BeÄeicHnungen in Nro. 56, wo der varticale 
Fall im widerstehenden Mittel 'untersneht ist, hat man die Com- 
ponente der Kraft in der Richtung der Bewegung, wenn z die Bich- 
tung terticai' abwärts bezeichnet 

mgcos(v,z) — mw 
und. die. Comppnente normal zur Bahn, nach, dem Rrjammungsmittei- 

mgsin (v, z). ^ * _ , 

Damit werden die Gleichungen (11, Nro. 69) . 

' . ^=rgco;5(v,z) — w und*' ; • ' (a) 
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. v^ • • ■ 

— = gsm(y,z). \ (b) 

Setzt man ip der letzten G4eichang für 

— seinen . Wertb ^^ — - , 

(i . dfl. 

•so wird die* letzte Cfleichung - ' 

~Y*-^^ = g81B(v,z), (c) 

oder%egen _ ds 

•■ • ._ 7"" dt — . 

-^^ = «^^^^^'^)' . <^> 

welches die Forjnei (10) in Nro, 67 ist. 

Die GleichuBig (c) zeigt, weil v^ immer positiv, nnd die rech'te 
Seite auch immer positiv sein mns«, dass der Winket (v, z)Jminer 
abnimmt, wenn man längs der Bahn fortgebt. Dieses Abnehmen 
des Winkels, (v,z) geht fort, so lange v,z noch nicht gleich Null 
ist, nnd nähert -sich dieser Grenze, das heisst, die Bahnrichtnng 
nähert sich als Grenze A^x Vertioalen abwärts. Ist' diese erreicht, 
so gibt die Gleichung (c) 

d s \ -. ^ . 

und Äuh ändert sich die Richtung der Bahn nicht' mehr. 

£s: kann also kein Gefs^tz des Widersti^ndes geben , weJcheB 
dem Körper- eine rückgängige Bewegung in horizontalem Sinne vor- 
schriebe. 

. dCv,z) ^ 

Da hiemach . ■ ' immer negativ ist, so muss v selbst au& 
. d't 

Gleichung (d) immer" positiv bleiben. Sollte v.= werden, so 
kann das nur für . 

der Fall sein, wofür »ich dieser Winkel (v, z) nicht ändert; es findet 
diess bei dem vertical aufwärts. geworfenen Körper Statt. - 

Für einen schief aufwärts geworfenen Kötper ist v,z änfang- 
lich-ein sttünj^fer Winkel. Damit ergibt die Gleichung (a), dass v ^.n- 

fänglich und jedenfalls so lange v, z >.- ist, abniiplfat. Für (v,zj =? -, 
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also fär.<lQn Paokt der. Bahn , ki welohera jdie Tangente horizontal 
ist, oder im höchsten Punkte der Bahn igt 

dv .V 

dt . ' 

und die Geschwindigkeit nimmt also noch immer. ab, bis-^s nun 
positive gcos(v,z) == w wird. Hier, also in dem abwärts steigen- 
den -ThiBile der Bahn wird ... 

und $ilso * die Geschwindigkeit ein Minimum. Von hier an nimmt 
die Ge.schwindigkeit zu,, damit nimmt der Widersand w zu, und es 
fragt sich nun, ob w wieder gleich g cos (v,z) werden, k&nne , in 
welchem Falle die' Gesch windigkeit. einen grösjsten.Werth hätte und 
dann abnehmen würde. jSc^reibt man die Gleichung (a) 

gcos(v,z) = — + w; . 

60 musste fbr ein abnehmendes v zugleich -w abnehmen, während 

* .' -; dv • • /■ 

das negative —absolut genommen, zunehmen müsste; die erste 

Seite der Gleichung würde daher abnehmen, während die linke Seite, 
w;eil V, z hier ein spitzer Winkel ist, welcher nach und nach kleiner 
wird> zunimmt. Diess kann also nicht eintreten , und es kann in 
dem abwärtssteigenden Schenkel der Bahn kein Maximum der Ge- 
schwindigkeit auftreten, wohl aber wird die Geschwindigkeit immer 
mehr wachsen uod'sich der tjrenze nähern, bei welcher der Xuffc- 
widerstand dem Gewichte des Körpers gleich ist. Dabei tritt dann, 
wenn zugleich die .Bahn verticäl geworden ist, eine gleichförmige 
Bewegung mit dieser Geschwindigkeit ein. Nur dort, wo kein Wider- 
stand ist, wächst die Geschwindigkeit ins unendliche. 

Ist V anfanglich sehr gross, so tritt die Bedingung des Mini- 
mums der Geschwindigkeit 

,. ' gco8(v,z)=w . . 
nicht ein,' bis die. Bewegung verticäl und gleichförmig geworden ist 
Dort nimmt also die Geschwindigkeit während der gaozen Dauer 
der Bewegung immer ab und nähert sich derselben Eddgeschwindig- 
keit, wie oben , immerwährend. 
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Die Bahn hat eine in endlicher Entfernnng liegende verticale 

Asymptote. Man hat nämlich ans (d) • 

d (v, z) _ ggin(v,z) 

dt ""."" . Y 

was mit dx . , . 

— = vsm(y,2) . 

combinirty.in« welcher Gleichung x die horizontale Abscisse des ge- 
worfenen Körpers zar Zeit t in der Ebene der Bahn bedeutet, gibt 

d(v,z) g 

^-V- =— -^,oder 
. dx v' 

dx=3 v^d(v,z). 

g 

Ist nan a der anfängliche Werth von (v^z), und wie oben gefunden 

Null der Endwerth von (v, z), so wird 

l r. .> . 1 



gJ ^ ' g 



a 



wo Vm eine Geschwindigkeit ist; Welche zwischen den äussersten 
Wertheji von v liegt, und also dem früheren zufolge endlich ist. Es 
ist also die Abscisse dieser verticalen Asymptote vom Ausgangs- 
punkte des geworfenen Körpers eine endliche. 

b. Die Bewegung ^iner Masse m, welclie gegen «nen Fizpunkt A 

durch eine Ktßit angezogen wird, welche dem Quadrate der £nt- 

femung Am umgekehrt proportional ist; 

8B. Dfe Bewegung ist eine Centralbewegung, deren Ebene durch 
die anfängliche Geschwindigkeit und durch den Anziehungsmitt^l- 
punkt A geht. Ist die Kraft bei der Entfernnng r der Mass^ m 
vom Fixpunkte A gleich . . • 

'. k 

80 gibt der Satz von der Arbeit (Nro. 78, Beispiel c) die Geschwin- 
digkeit ^ . ' .. 

. 2k /2k • \ . . 

v' = -^-.(---v/). (a) 



76 L Kräfte an einem PuQkte. 

2k • ' ' • • 

Hier ist das Quadrat- der Greschwindigkeit, welche die Masse 

mnnt^r der Einwirkung der- vorhandenen Kraft erlangt-, wenn sie 

aas Hnendlicher. Entfernung in die Entfernung r get)racht ist , und 

i ' *-■*•■ ' * ■ 

m — <lie erhaltene' lebendige £rafL 

r . • • - .' • 

Da v' immer positiv sein'muss^ so kann r jeiden absoluten 

Werth annehmen, wenn 

2k , ' 

negativ ist, oder wenn die anfängliche lebendige Kraft ^jhVq' grSs- 

. ' k ' ' * 

ser ist' als m — , die lebendige Kraft^ welche die Masse bei Annähe- 
re 
runj^ aus unehdlicHer Entfernung in die Entfernung ro erhalte 
hätte. Ist dagegen 

-»0 . 

so mnss 2k ^ 2k ; 

)sein und also r nicht grösser als . 
' .2k. 



2k , 

^0 



werden. : . 

Die Bewegung ist ein^ Centralbewegung um A, daher -^ die 
Flächengeschwindigkeit constant. Setzt man den Winkel^ detr-r 
zur Zeit t mit dner constanten Kichtung Ax in der Ebene der Bcr 
w^gung bildet, diesen ji^on Ax weg in der Richtung der Bewegung 
gemessen gleich ^,"so ist hiernach- 

; ■'. ■.'•S=«v ■. ■:..<« 

wo o^ die constrante Flächengeschwindigkeit ist (Nro. 75)» . f - 

Die Geschwindigkeit v hat nach r und rechtwinklich darauf die 
Componenten 
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womit , V^^y L j/^dyN' /^dr\' c* .. 

sich ergibt. 

Ans (b) nnd (c) erhält man 

v*-_ .dr* + rMg)* 

c*~ r*dg.» - -^ 

- . ■ • 

was in (a) substitairt, wenn man noch dort 
«etzt, gibt 



^0 



,dr'-f-rM«)' 2k _^, 

3* T-z — 2^- = — + h% woraus 

r*dy' r 



c' 



c'dr . r* 



Hier ist das obere Zeichen vor der Wurzel zu nehmen,. so 
lange r zugleich mit q> wächst, andernfalls das untere. Der üeber- 
gang findet dort statt, wo 

dy 
. wird , oder also die Baha den Vector r techlwinklich durchschnei* 
det,und ein Maximum oder Minimum der Entfernung von A erreicht 
ist. Diess findet statt, wann 

-j = ± V ^ + h odeif 



r c* C 

ist. Zu foemetken ist, dass die Wurzel jedenfalls reell sein muss, 

da ohne das gar kein Werth von r möglich war«, für welchen 

dcp 

~- r^ell würde. • ' ' • 

dr 

Der obigen Differentialgleichung entspricht - 

c' . k ___ 1 fV^ . 

7-75- y ^ +.h',cos (y-y), ; 
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WO y eine Constante ist, nnd zwar entspricht diese Gleichong bei- 
den Zeichen der obigen Differentialgleichang, wenn man 7 so be- 
stimmt, dass far r gleich dem oben bezeichneten Ansgezeichneteu 
Werth 9>~x gleich Nnlloder n wird. Dann nämlich wird so lange 
ff—y zwischen und n liegt r abnehmen, wenn ip — y zonimmt» 
was also dem nntem Zeichen der obigen iGrleichnng entspricht; da- 
gegen wird r zonehmen mit 9, so lange 9>— x zwischen n nnd 27r 
liegt. . 

Ans dem gefundenen Integrale findet man 



r = - 



^ ^\An — 

72+ V ^+h^cos(9--y) 
Setzt man hier 



w 



V^ 



_c*h^ c* 



woraus - , k 

folgt i so wird die. obige Gleichung der Bahn 

l4-ecos(9— y) 
welches die Gleichung eines Kegelschnittes ist, und zwar einer 
EHlipse, wenn e < 1 ist, d. h. fnr das obere Zeichen, einer Parabel, 
wenn £ = 1 ist und einer Hyperbel, wenn e > 1 ist. 

Welche von diesen^ drei Kurven die Bahn ist, hängt somit da- 
von ab, t)b h' das + oder -— Zeichen hat, oder ob es Null ist. 
Diess ist aber der Reihe nach der FaU, wenn 

grösser oder kleiner als Null oder dieses hängt also' nach dem firühe- 
ren davon ab, ob die lebendige Kraft der Masse m in der Eiitfemung 
r^ vom Anziehungspunkte kleiner, gleich oder grösser ist, als die, 
welche diese Masse durch die vx^rhandene Anziehungskraft bei. der 
Anziehung aus unendlicher Ferne bis in die Entfernung r^ erls^igt 
hätte. Die Richtung der Geschwindigkeit v^ kommt hierbei gar 
nicht in Betracht, wohl aber hat sie Einfiuss auf die Excen- 
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tricität^der Bahn «, welche von der FlächeBgeschwindigkeit, txder 

von 

- c^ = v^fo8in(voro). . . 

abhängt. 

Man sieht aus der gefundenen Gleichung der Bahn, dass der 
Anziehungsmittelpunkt (}er eine Brennpunkt des Kegelschnittes 
ist. Die eine Hallbaxe der Linie ist 

und zwar ist diess bei der Ellipse die halbe grosse Ale. 

Für die Bewegungen einer Parabel muss h' = werdeil; da- 
mit nimmt die obige Gleichung eine unbestimmte Form an. Man 
findet aber leicht direct 

c* . . ; ■ ' ■ . 

, : "--ka + cosXy-y})- ^^{ 

um noch die Coordinaten in Function der Zeit zn finden, 
kann man in (c) fOr v' seinen Werth ans (a) setzen, wodurch man 
y^dtV 2k_^ ," c*' 

(d-t)=T+*''-^ . 

erhält, wobei, wenn man sich auf die elliptische Bewegung be- 
schränkt, was für das Weitere geschehen soll, das obere Zeichen 
zunehmen i&t Man konnie diese Gfeichang wia oben [behandeln, 
schlägt aber gewöhnlich folgenden Weg ein. Darzwischepa(l —e) 
und a(l+^) liegt, so kann man setzen 

r=:a(l — -«cosu) (h) 

wo. u eine Hilfsgrösse i$t, welche mit 9 — y zugleich Wird und zu- 
gleich mit diesem tt , untt. weiche die Astronomen die exceniris'che 
Anonuilie nennen, während sie dem oben gebraucliten Winkel 9) ->-y 
den Namen 4er. wahren Anomalie geben. Substituirt-män diesen 
Wejrth, so erhält man' . 



dt==a V 'ü"«(l'~ ec08u)du. . 



V¥ 



Das Integral dieser Gleichungen wilrd, wenn man a ^ , ,. 

1 ; - ' ;' ... - ■'.'-.. ^ 

mit — bezeichnet 

n . • - " 
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nt = u — «8HIU . . . * . (k) 

wobei vorausgesetzt ist, dass t von dem Augenblicke an gezählt 
werde, in dem u = ist, also £e Masse m die kleinste Entfernung 
a (1 — «) von A hat. 

Aus (k) findet man fiir irgend eine Zeit u, dann mit Hilfe 
von (h) r und darauf aus der Gleichung der Bahn den Winkel 

Die ganze ümlaafszeit findet man aus der Gleichung (k) f&r 

n k ^^ 

Man kann diese ümlaufszeit auch aus der Flächengeschwin- 
dig^eit finden ; es ist nämlich die von dem Yector in der Zeit «r 
beschriebene Fläche gleich der ganzen Ellipse -=^»^1^1 — e'; da- 

^.^^ 27i:a'Vr^ = c'T., . ' 

was mit. den Gleichungen (e) 



: = ...VÄ 



wie oben ergibt. 



b. Die Kraf(, welche die Planeten^ ixt iliren Bahnen ttrhUt 

84. Aus deä vorhandenen Beobachtunge.n der Planetenbewegun- 
gen hatKeppler die Gesetze bestimmt, nach welchen diese Bewe- 
gungen erfolgen; diese Eeppler^scben Gesetze sind folgende : 

1) DiVPlaneten beschreiben ebene Curven, deren Ebenen durch 
den- l£ttelpunkt der Sonne gehen; und die von den FManeten nach 
difm , Mittelpankte der Sonne gezogenen Vectoren beschreiben 
iläume, welche für- denselben Planeten der Zeit proportional sind. 

2) i)ie Planetenbahnen sind Elfipsen, deren einer Brennpunkt 
der Mittelpunkt der Bonne ist. 

3) Die Quadrate der ümlaufezeiten der Planeten um die 
Sonne verhalten sich wie die dritten Potenzen der grossen Axen 
ihrer Bahnen. 

Es sollen aus diesen. Gesetzen die Kräfte bestimmt werden, 
welche, die Planeten bewegen. 



m 



Antraben üb*r knnmnlmige BevegVDg. 81 

Das Brste Gesetz zeigt uomittelbar, dase die Bewegang eines 
Plaoeten am den Sonnenmittelpankt eine Centralbewegang ist 
(Nro. 75), und dass also die bewegende Kraft för jeden Planeten 
nach dem Sonnenmittelpankt gerichtet ist* 

Die Gleichung der Bahn ist in Polarcoordinaten r und g> , wel- 
che vom Sonnenmittelpankte aasgehen 

T = -z ■' 

l-h«COS<jP 

Die bewegende. Kraft liegt in der Richtang von r, wie wir oben 
gesehen, haben. Diese Kraft moss» wenn m ^ie blasse des- Planeten 
ist, nach der ersten der Formeln (13 in Nro. 72) 

c;-<t)") j^> 

sein, wobei noch vdcp , , ^ ^ 

':dt' . (c) 

die constante Fiächengeschwindigkeit ist» Die Gleichung (a) gibt 
dr_ a(l— c')^sioy dy_ r^siny c^ 
dt"^ (H-ficosy)* 'It ^a(l-«')"r' 

C^ £ 

= ~Ti ;r: sin * ^nd damit 

a(l— «^) ^ 

d'r_ c*€ dy _ c*«cos(p 

. ,d?-a(l -«'>'•'•"»'• dt "a'O-cV' 
Wird dieser Werth in den Äasdrack (b) der bewegenden Kraft 
substitairt, so erhalt maCn fiir diese 

[c*€cosg) c*l c* vj. 

a(l^,3>,. -T^J=-'" a(l-e»)r» ' ^^ 

Die Kraflb wird negativ, weil sie nicht in die Verlängerung von 
r, sondern von dem Planeten gegen die Sonne gerichtet ist ,- eine 
Anziebungskraft der letztern; sie ist, wie maÄ sieht, bei demselben 
Planeten umgekehrt proportional dem Quadrate seiner jeweiligen 
Entfernug von der SoQne. 

Nennt man T di^ ümlaufszeit des Planeten, so hat man, wie 
aus der Fläche der Ellipse sich ergibt (siebe die vorhergehende 
Aufgabe am Ende) 

27ra* Vi — «^^^c^r, -- 

Holt IE mann, theoret. Mechavik. . ' 6 
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womit die bewegende .Kraft (ohne Zeichen) 

4w'a» 1 
m. — ; — .— 
t' • r' . 

wird. 

Setzt man diese Kraft, wie in der vorher^ehenclen Aufgabe 

gleich . k . 

so ist , 47r'a' 

k = - 



and daher nach dem dritten Keppl er* sehen Gesetz fQr alle Plane- 
ten dieselbe Gfösse. Die anziehende Kraft der Sonne ist daher 

für jeden Planeten 

. ' mk 
• "^ ■ 
nnd noterscheidet sieh von einem zcm andern nur durch* die ver-- 
schiedehen* Massen der Planetea nnd ihre verschiedenen Entfer- 
nungen. Für die Masseneinheit reducirt auf gleiche Entfernungen 
ist die Anziehungskraft für alle Planeten gleich gross. 

d.. Eine Masse m bewegt sich in einem Kreise vom Halbmewer a; 

sie Wird dureh eine Kraft gegea euren Punkt der Pezipherie ange- 

zogoui; wie gross ist diese Kraft? 

85. Zählt man die Polarcoordinaten r und 9) von dem An- 
ziehungspunkte und der durch diesen gehenden BerührungsOnie des 
Kreises, so ist die Gleichung des KreiaeS \ . 
- r = 2asing). 

Die Bewegung ist eine Centralbewegung , daher die Flächen- 
gesihwindigkeit constant; sie sei c^ Damit ist dann 

- r'-j^'=c* und % * 

dt 

dr ^ c* c'. cosscp 

■-7 =2acosep. -^ = ^r— ; " - ^ , 
dt ^ r« 2ä sin^)^ ' 

d?r _ .^ ^ siny^--h2cosy\ c? 

dt' "■'"2a siny' 'r» 

4a^c* ^- ; •, \ • 
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Die Kraft liegt der Richtung r entgegen und ist (Nro. 75) 

= m . — 5 [4 a' (1 -heos y«) H- r*] 



." iHe Kraft ist also der fünften Potenz der Entfernung der 
Masse Vom Anziebungspuakte umgekehrt proportional. 

TT " * 

Ist die Geschwindigkeit für y = — , wo r = 2a ist, gleich v,,, 



^0 

Die Gleichung 



r* — X — e^ 
-dt 



gibt c^dt = 4a^sin^*d5p, woraus 

-Q^ t = a=^ [2 y — 2 ff -- sin 2 y] , 
wenn man t von dem Zeitpunkte zählt, in welchem die Masse aür.ch 
den von A entferntesten Punkt seiner Bahn geht. Für die Zeit, 
welche verfliesst, bis die Masse nach dem Anziehungspunkt gekom- 
men ist, erhält man für y =± 2 tt ■ - 

dort würde aber die Geschwindigkeit unendlich gross. 

e. Eine Hasse m bewegt sich in einer gegebene4 Curve relativ gegen 

einen Funkt B, welcher selbst wieder eine zweite' gegebene Corve 

durcMauft. Beide Curven werden nach gegebenen Gesetzen anreh- 

laufen. Die Kraft zu bestimmen, welche die Masse m bewegt. 

86. Nimmt man ein rechtwinkliches Coordinatensystem 
Ax, Ay, Az an, legt man durch den bewegten Punkt B ein zweites 
Bx', By', Bz' parallel zu dem ersten, und setzt man die Coordinaten 
der Masse m zur Zeit t bezüglich auf daa erste- Coordinatensystem 
X, y, z; bezüglich auf das zweite x', y', z' und zugleich die Coor- 
dinaten von B gleich a, b, c, so ist - ' . 

6* 
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und also 



d'x d'x' 


d'a 
■"»dt- 


d^y d^z' 


d'b 

"dr^: 


d'z d'z' 
"•dt'="'dt'-^ 


d'c 

■"dt*- 



m-T— 5, m -r4 und m -77; sind die Gomponenten der bewegenden 
dt dt dt -* ^ . 

Kraft nach den Goordinatenaxen. Diese kann map zerle^gen je in 

d^x' d^a 

m ^—2^ und m -j- , und so fjir die andern Äxen. Setzt man die Kräfte 

d'x' d'y' d^z' 
ro -rr7 » m -r~ , m -ttt zusammen, so erhält man die Kraft, welche 
dt* dt* ^ dt* 

der Masse m ihre relative Bewegung um B ertheilt, wie wenn B 

unbeweglich wäre. * . 

Zu dieser Kraft kommt dann noch die zweite» deren .Gomponen- 

'^d*a d'b d*c. .. ^ •• ^ .',,-. t. ^. ^ ' 
ten m-TT2> ^ 17«'.™ TTl sracl, welche einer Masse na m BdieBe- 

wegung von B ertheilen ^iirde, und welche dieser letzten Kraft 
parallel ist. . 

Bewegt sich z. B. B gleichförmig in einem Kreise vom Halb- 
messer a, und um diesen Punkt, relativ gegen ihn die Masse m 
ebenfalls gleichförmig iA einem Kreise vom Halbmesser, r^ ist 

a -r^die constante Geschwindigkeit des Punktes B und 
•dt 

' r -3^ die constante relative Geschwindigkeit der Massem gegen 

dt • ' . 

die durch B-gelegteAxeBl[', ^0 wird diese Bewegung hervorgerufen , 
durch das Zusammenwirken zweier Kräfte, von welchen die eine 

mrf-rS-j ist, welche. ^ - 

die Richtung mB hat, wähnend die andere 

ist und parallel mit B A geht. 
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Die unfreie Bew^^ng eines Punktes. 

87. Ist ein materieller Pankt durch eine Bahn, ans welcher er 
nicht heraustreten kann, gehindert, frei den ihn bewegenden Kräften 
zu folgen, so sagt man, 36tine Bewegang sei eine unfreie. Eine 
solche ist z. B. die eines schweren Körpers der auf ehier schiefen 
Ebene hinabgleitet;' eines schweren Körpers, der an einem Faden 
aufgehängt sich bewegt , der dabei durch den Faden gezwungen^ ist, 
sich in einer Kugelfläche zu bewegen, deren Halbmesser die Länge 
des Fadens hat. 

Von der unfreien Bewegung wird man zu einer freien Bewegung 
übergehen, wenn man die vorgeschriebene Bahn wegnimmt, und da- 
für in jedem Zeitpunkte eine weitere Kraft auf den Körper einwirken 
lässt, welche die Wirkung der Bahn ersetzt* Damit haben wir 
dana zwei Kräfte, welche auf den bewegten Punkt wirken, erstlich 
die bewegende Kraft und zweitens den die Bahn ersetzenden 
Widerstand der Bahn. Der letzte mussso bestimmt werden^ 
dass diese beiden Kräfte zusammen ohne Bp.hn dieselbe Bewegung 
als fr ei ehervorrufen, welche wir als unfreie beim Vorhandensein 
der Bahl^ durch die bewegende Kraft hervorgebracht sehen. 

JSetzt man die beiden Kräfte, die bewegende Kraft und den Wi- 
derstand der Bahn zu einer Kraft zusanotmen, so wird diese für sich 
allein wieder dieselbe Wirkung haben , wie die bewegecide Kraft und 
die widerstehende Baho« Bliese Kraft, also die Resultirende aus der 
bewegenden Kraft und dem .Widerstände der Bahn nennt- man die 
EffectivkrafU . . 

86.. Ist die Bewegung bekannt, so lässt sich diese Effectivkraft 
bestimmen. Ist z. B^ dÜB Bewegung auf drei aufeinander rechtwijik- 
licj^e Coordinatenaxen bezogen, und sindx, y, z die Cojordinaten 
des bewegten Punktes zur Zeit t und ist m seine' Masse, so sind die 
Componenten der Effectivkraft nach den drei Coordinatena:i;en' 

d'x. d'y d'z 
"^dP'^^dl^'^^dp- 



Siad ferner 



P , P , P 



dp=p«+^- 
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die ComponeDten der bewegenden Kraft nach den CoordinatenaxeD, 
nnd ebenso 

die ComponenteQ dies Widerstandes der Bahn, sq hat man zwischen 

di^se» Kräften die Gleichnngen 

d^x 
m 

. ' ™S='p/+^'' ■ . /^^> 

d'z • 

Zu diesen Gleichungen kommen noch die Gleichungen der 
Bahn. Diese sind zwei an Zahl , wenn die Vorgeschriebene Bahn 
eine Linie ist, eine aber nur, wenn d^r bewegte Punkt nur gezwun- 
gen ist, auf einer gegebenen Fläche zu bleiben. Diese flinf oder 
vier Gleichungen genügen nicht, um die Bewegung und den Wider- 
stand der Bahn nach Grösse und Richtung, also «eine drei Compo- 
nenten zu bestimmen. Hierzu müssten sechs Gleichungen gegeben 
sein. Es ist aber in der That von der Bahn nur gegeben, dass ^ie ein 
Eindringen normai auf sie hindere, wie weit sie ein Bewegen längs 
der Bahn hemme, das wird von der Beschaffenheit der Bahn abhän- 
gen und desshalfo noch besonders gegeben werden müssen, womit 
dann die. erforderliche Zahl von Gleichungen sich ergibt. 

Beispiel. Ein schwerer Körper ^gleitet auf einer 
schiefen Ebene abwärts. Nimmt man zuerst an, es sei die an- 
fängliche Geschwindigkeit Null oder nach der Linie des grössten 
Falls gerichtet» so hat öian, wenn man die Axe der x parallel mit 
dieser Linie- abwärts nimmt , z in der Verticalebene durch x ab- 
wärts, und y rechtwinklich auf beide, also horizontal in der schiefen 
E%ene , die Gleiäiungen der Bahn / * 

z;=0; y = 0. (a) 

Dazu die Gleichungen (17) 

•d'x ... 

^ = mgsma + N^ 



m 



0= Ny 



= m g cos er -f- K . 
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Die zw^te dieser Gleichangen zeigt; dass def Widerstand der 
Bahn jedenfalls in der Verticalebene dnrch die Bahn liegt; die dritte 
Gleichung gibt den Widerstand normal zur Bahn 

N^=i= — mgcosa, (b) 

wo das — Zeichen angibt, dass diesei; Widerstand der Richtung der 
z entgegen geht. Damit bleibt dann zur Bestimmung der Bet^egung 
nnd von N^ nur ^e erste Icler drei Bewegungsgleichnngen. Ist die 
Bahn eine vollkommen glatte, so setzt sie der Bewegung längs 
ihr kein Hinderniss entgegen ,' nnd man hat 

- N,=rO. 
womit dann 

-r-j = gsina und x = igt'sina + bt-l-a (c) 

vi V 

wird, wo b und a Constanten sind. 

Findet dagegen Reibung statt an der Bahn^ so ist nach den 
Lehren der Physik dieser, tangentielle Widerstajid unabhängig von 
der Grösse der »ich reibenden Flächen, unabhängig von der Ge- 
schwindigkeit und pi'oportinal dem normalen Drucke, welcher zwi- 
schen den übereinandergleitenden Körpern stattfindet Dieser letzte 
Druck ist nach dem vorhergehenden • 

mgcosa , 

und also 

N^= — jiifflgcosa, 

wo fi der sogenannte Reibungscoefficient ist. Diese Reibung geht 
immer d^r Bewegung direct entgegen^ wesshalb hier, -wo die Bewe- 
gnqg als Jn' der Richtung von X stattfindend angenommen ist, N^ 
negativ ist. Vit diesem Werthe von N^ wird . 

^ = g[sina — jucosaj. ^ . . (d) 

Die Bewegung ist daher eine gleichförmig beschleunigte mit 

der eben angegebenen Beschleunigung. / 

Die Geschwindigkeit wird 

dx ' .:>' " ' 

. -T- =Vo.-f-gt(sm« — /Acosa), 

wo \^ die anfängliche Geschwindigkeit ist. Ist sin a — jw cos « 
positiv, so nimmt die-GeÄchwindigkelt. allmählig zu',' ist* dagegen 
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sin er — fi cos a negativ, so oimmt die Geschwindigkeit ab und wird 
NüUfii'r 

Vo — g t (j^ cos a •-- sin <r). 

Dort bleibt dann der Körper liegen-, m^d f&ngt nicht etwa eine Be- 
wegung nach oben an, da die Reibung nur ein Widerstand gegen 
eine bestehende Bewegung ist, nicht aber selbst Bewegung hervor- 
bringen kann. 

Bewegt sich der Körper aufvrärts, und sind die x in der Linie 
des stärksten Falls nach oben gezählt, so hat man 

. ^ = g(— sina--/fcos«), (e) 

woraus die Geschwindigkeit * 

j^ = Vo~gtCsin« + jieco8«) (f) 

folgt, wo Vq die Geschwindigkeit für t = ist. Für' 

Vq == g t (sin a -^ ji cos cc) ^ . " 

wird die Geschwindigkeit Null, und von da an Weibt der Körper 
entwederliegen oder er fängt an abwärts zu sinken^ für Welche Be- 
wegung die Gleichung .,(d) gilt. Das erste findet statt , wenn 
ju cos a "^ sin a, wie vorhin gezeigt wur<ie. 

Ist die anfängliche Geschwindigkeit Null, so bleibt der Körper 

in Ruhe , so oft ' 

jieeosa^sih« ist, sooft 

' /Li "^ tan« ist. . , 

Den Winkel «c, dessen Tangente der Keibungscoefficieut g^ieh 
ist, bei dem also ein ruhender Körper eben hoch nic|it anfängt her- 
abzugleiten, nennt man auch den Ruhewinkel. 

Hat dieMassB m eine Anfangsgeschwindigkeit, welche nicht in 
der Richtung der Axß x liegt, so wird die Bewegung in' der Ebene 

' ' ' ) z = 0^ ■ " . ' " •; . 

erfolgen. Von den Bewegungsgleichungen bestimm^ die letzte auch 
hier den Widerstand der schiefen Ebene normal zu ihr 
N^ 1= — mgcosa. 

Findet gleitende lleibung statt, sp ist dei; 'Widerstand der 
j^ahn tangentiell an sie. gleich dem Ncrrmaldmeke mgcosa miüti- 
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pKcirt mit dem RBibnogscoefficienten, udcL liegtln der Richtuog der 
Berührangslinie an die Bahncarve der Bewegung entgegen. Be- 
zeichnet man daher mit d s ein Element der Bahn bei x, y , so Lst 

N =5 — itmgcosa.-j- und N = — umgcosa.-^— , 

wodurch/die Bewegungsgleichungen - - 

d^x . . • ^ dx 

m vn = mgsina — jumgcö^a-r- 

• ClX Ort 

und dM' - dy ' 

m^,= -^ingcQ8a-. 

vollkommen bestimmt werden. 

Ist fi gleich Null., findet also keine Reibung statt, so ge- 
schieht die Bewegung in einer Parabel, deren Axe der. Axe der x 
parallel ist, " 

89. Bei jeder freien Bewegung liegt die bewegende Kraft in 

der Osculationsebene der Bahn, und lässt sich daher in zwei Com- 

ponenten nach, der Tangente an die Bahn und nacli dem Krüm- 

mtmgsmittelpunkte zerlegen. Dasselbe gilt für die Effectiykraft 

bei der unfreien Bewegung; isl diese E und v die Geschwindigkeit 

des Mobils, so ist (11 pag.51) ' 

dv 
Eeos(E,v) — m — , 

v' ' ■' '• ' 
Esin(E,v) = m — ; . ♦ 

Q ' ' ■ . 

Zerlegt man nun die bewegende Kraft P und den Widerstand 

N der Bahn nach den Richtungen v, durch den Krümmungsmittel- 
punkt und rechtwinklich. auf beide nach n, so hat man, weil Edie 
Resultirende vo.n P und N ist, . 

dv 
E<;os(E,v) = Pcos(P,v)-fNcos(N,v) = m-r-, ' 

. v' • 
E sin (E, v) = P cos (P, (>) + N cos (N, p) = m — , (18) 

a .= P cos (P, n) -+- N-iJOS (J^^ n) = 0. 
Hier . sind' Neos (N,^)- und N cols (N,n) die Camponenten des 
Korii^alwiderständes der Bahn, und ebenso P cos (P, ^) und 
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P C06 (P,n) dieComponenten der bewegenden Ei:^ft normal auf die 
Sahn. ,- Setzt man diese beiden Componenten von N und ebenso 
diese beiden Componenten von P zusammen zu dem normalen Wi- 
derstände N^ und der normalen Kraft P^ , so hat man den normalen 
Widerstand Ni gleich uod entgegengesetzt der Hesültirenden aus 

P^ und der Kraft — m — in der Richtung ge^en den Krümmungs- 

\ Q 

mittelpunkt.oder also der Kr4ft 

v' • 

H-m — 

Q ' ^ 

in der Bichtung des vcfrlängerten Krümmungshalbmessers. Diese 
Kraft, die Entgegengesetzte der Gentripetalkraft n^nnt man die 
Gentrifugalkraftw .Sie entsteht dadurch, <lass die Masse m ver^ 
möge. der Trägheit nach der Tangente^ an die Bahn fortgehen will, 
und daher dem Fortgehen auf der gekrünunten Bahn mit einer 
Kraft widerstrebt, welche der hierzu erforderlichen Centripetalkraft 
gleich aber entgegengesetzt ist. * . 

Ist etwa Reibung bei der Bewegung vorhanden, so ist 

" . Ncos(N, v) = —jwNt, 
wo für N^ der absolute Werth zu nehmen ist. Ist dagegen die Bahn 
vollkommen glatt, so ist : 

Ncos(N,.v) = 0. 

90. Die Gleichungen (18) setzen voran«, dass die Bahn eine 
vollständig yorgeschriebeneüst ; für die Bewegung auf einer Fläche 
ist diess nur theilweise der Fall, und hier wird die Bahn einen Wi- 
derstand rechtwinklich auf die FJäche und tangentiell der Richtung 
der Bewegung entgegen leisten können." Es muss also hier die Re- 
sultirende aus 

P cos (P, ß) — m — und P cos (P, n) 

rechtwinklich auf der Fläche , und zwar wenn diess die Oberfläche 
eines festen Körpers ist, indiesen gerichtet sein, während der Wi- 
derstand der Bahn I^\ rechtwinklich auf die' Fläche -nach aussen ge- 
richtet sein muss; Di^ss gibt eine weitere Bedingungsgleichung an, 
welche' mit den drei Bewegungsgleichungen (18) und dem ,Verliält- 
ni^se , das^ die Besonderheit der Bahnfläche zwischen I^ c.os(N, v) 
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und Ni einfahrt die Bewegung und den Widerstand N vollständig 
bestimmt. 

Beschreibt z. B. ein schwerer Körper von der Masse m in einer 
hohlen Rugelschale vcitn Halbmesser 1 einen horizontalen Kreis vom 
Halbmesser a mit der Geschwindigkeit v, so ist der Krümmangs- 
halbmesser der Bahn gleich ä , und weil die bewegende Kraft m g 
vertical ist, . ^ 

Pcos (P,^) = ; Pcos (P, n) = mg. 

Die Resultirende aus 

mv' • 
. und m g 

muss daher hier rechtwinklich auf die Kügelschale und zwar in der 
Verlängeuing des Halbmessers 1 der Kugel liegen.- Nennt man' 1 
die Richtung des nach m gezogenen Halbmessers, so muss hierzu' 

^ sin((>,l)-l-mg8in(g,l) = 



sein, oder , v* Vi* — a* 



a 



a • 1 . ^ l 



= g -r oder 



8 YV 



sem. 



mv a . V? 



Der Normaldruck auf die Kugelschale wird 

mv! / ,V. / i\ ™v* a , 

— — p-cos(ß,l)-+Tmgcos(g,l)= .--- + m« 

Q * • a i • 

rv^ siVV^U-i 1 .. 

= ral-j-+^^ 1 | = mg-===r- 

Li 1 J ^Vl'-a" 

91. Ist eine bewegende Kraft nicht vorhanden, oder ist sie 
selbst tangentiell an die Bahn, wie z.fi, der Widerstand des Mittels, 
in welchem sich der Körper bewegt, so ist der normale Widerstand 
der Bahn gleich , 



und liegt daher in der Osculationsebene der Bahn selbst ; diese Os- 
culationsebene wird daher hier immer rechtwinklich auf der- Fläche ' 
sein, in wekher die Bewegung erfolgen moss, und die Bahn\wird 
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daher die kürzeste Linie auf dieser Fjäche zwischen zweien ihrer 
Punkte sein. 

92. .Der Druok des bewegten Körpers auf die Bahn 

wird dem ^Widerstände der Bahn gleich \.und entgegengesetzt sein. 

Man-erhalt daher die Componenten dieses Drucke, wenn man — N 

für N in obigen Formeln setzt. Damit erhält man 

dv 
N cos (N, v^ = P cos (P, v) — Tri — , 

Ncö8(N,e) = Pcos(P,9)--m — , (19) 

^ \ Neos (N,ii) = P cos (P,n). 

Die dritte Oleicliting sagt, dass der Druck auf die Bahn rechte 
winklich zur 0$cuUtionsebene gleich der Componenten der be- 
wegenden Kraft in dieser Richtung ist. 

Die zweite Gleichung gibt den Druck , welchen die Bahn in der 
Riehtung gegen den Krümmungsmittelpunkt erleidet; dieser Druck 
müss, damit der bewegte Körper an der Fläche oder iu der Vorge- 
schriebenen Bahn bleibt ,• stets gegen ^diese gerichtet sein ; ist er 
Null, so erleidet die Bahn in dieser Richtung, keinen. Drück ; ist er 
von der Bahn weg gerichtet, so ist kein Hinderniss vorhanden, 
welches das Weggehen des Körpers von der Fläche oder s^us der 
Curve nicht- erlaubte. • ^ 

G^ht der Körper auf der convexen Seite der Fläche oder dier 
Curve, in welcher er bleiben soll, so geht ^ nach der concaven 
Seite und Neos (N, ^) muss daher positiv sein, wenn der Körper an 
4er Fläche (jder in der Curve bleibeo soll; es muss daher P-cos(P, ^) 

V-' 

positiv- und grösser als die Centrifugalkraft m — sein. 

Q 

Bewegt sich dagegen der Körper auf der concaven Seite, so 

geht ^ von der Bahn weg , und es muss al&o das oben ^stimmte 

Neos (N,^) negativ sein, wenn der Körper in der Bahn bleiben 

soll , oder -es muss 

v^ > 

m Pcos(P,^) j 

positiv kein, was immer der Fall fet, wenn P mit dem nach dem 
Krümmungsmittelpunkt gezogenen q einen stumpfen Winkel, bildet, 
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also der Druck der bewegepden Kraft eine Componente ia der 
Y^läogeraDg von ^ hat. Ist aber P, q ein spitzer Winke], so mass 
damit der Körper an der Fläche oder in der gegebenen Curve 
bleibt, die Cex^triAtgalkraft grösser sein, als die Componente 
Pcos(P,(>).: . 

. Der Drnck in der Richtung der Bahn iselbst ist gleich dem 
Drack der bewegenden Kraft in dieser Richtung, weniger der Kraft, 
welche zur Beschleunigung des Körpers in dieser Richtung verwen-- 
det wird, od<er die Componente der bewegenden Kraft nach, der 
Richtung- der Bewegung wird zomTheii zur Beschleunigung in dieser 
Richtung, ^um-Theil zur Ueberwindung des tangentieilen Bahnwider^ 
Standes verwendet. ' 

^ 93. Der Satz von der Arbeit (Nro.'78) gibt hier für die 
Effectivkraft £, für welche die Bewegung eine freie, ist ^ 

s 

imy^ — ^m Vo * =y E cos (E, ds) d s. 

*> 
Da abef die Arbeit der Effectivkraft gleich der Snmme der Arbeiten 
ihrer Compopenteh ist, so hat man, weil die Componenten; des Wi- 
derstandes der Bahn N cos* (N^ß) und Nco.8(N,h) recht:winklich auf 
der Bahn oder ds stehen, und ihre Arbeiten also Null sind, 
Ec08(E,ds)dB=^Pco8(P,v)ds-+-Nco8(N,v)ds 

und also 

■ • _, • - 

|mv' — im.Vo'=y Pcos(P,v)ds-*- /Ncos(N,v)ds. 

■o So 

Für eine vollkQmmen glatte Bahn ist.kein tangentieller Wider- 
stand vorbanden und also das letzte Glied gleich Null. In diesem 
Falle findet daher der Satz von der Arbeit, wie er in Nro. 78 auf- 
gestellt wur^e, mit seinen Folgerungen «tatt^ ohne dass man hierbei 
den Widerstand der Bahn irgendwie zu berücksichtigen hat. 

Ist dagegen ein tangeptieller Widersts^nd vorhanden, z. B. 
gleitende Reibung, so ist 

Neos (N, v) = jwN^ 
wo N^ der Normaldruck auf die Bal^n und ju der Reibungscoefficient. 
ist; und 
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Jmv^~irav„^=yPcoß(P,v)dß-y]MN/d8. _ (20) 

Hier ist also die «Arbeit der bewegenden Kraft auf dem Wege von 
So bis s gleich.der Arbeit, welche znr Ueberwihdung der Reibung er- 
focdert wird , mehr der gewonnenen lebendigen Kraft der Masse m. 
Hier lässt sjch aber die Geschwindigkeit nicht mehr unmittelbar 
durch obfge Gleichung bestiqjmen, weil N« von der Gentrifugalkraft 
und damit von der Geschwindigkeit abhängt. 

. Bewegt sich eine schwere^ Masse m ohne Reibung auf einer 
beliebigen Fläche; istv^ ihre Geschwindigkeit bei der vertical ab- 
wärts gemessenen Ordinate Zq und v bei der Ordinate z, so hat man 

.^mv* — Jmv^*z=:mg(z-:-Zo) ^dier 
v* = Vö'^-h2g(z-zJ.. 
^ Ist Reibung vorbanden, so wird die. Aufgabe viel verwickelter, 
und der Satz von der Arbeit gibt die Geschwindigkeit nicht unmit-^ 
telbar ; bewegt sich die Masse in einem verticalen Kreise vom Halb- 
messer r, und zwar auf (}er obern Hälfte, auf der convexen Seite, 
so ist bei em€r Läge der Masse m, welchB vom Scheitel um den 
Bögen g> wegiiegt, der Druck normal auf die Bahn 

v' 
Kl = mgcosy ■— m— , 

womit obige Gleichung wird 

mit welcher di«^Qeschwiudigkeit ohne weitere Untersuchung der 
Bewegung nicht gegeben ist. . 

94. Gleichgewicht findet statt, wenn fär jede unendlich 
kleine Verschiebung in der Bahnfläche keine Beschleunigung, also 
keine Zunahme, der lebendigen Kraft eintritt, und wenn .die bewe- 

. gen de Kraft nicht dahin strebt, die angegriffene Masse, von der 
Bahnfläche nacU der freien Seite hin zu fuhren," wenn eine solche 
vorhanden ist. 
• Für die Verschiebung in der Bahnfläche gibt diess die Bedin- 

, gung des Gleichgewichtes 
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= Pcoft(P,ds)d8-l-Nco&(N,d8)ds. 
Ist ein tangentialer Widerstand nicht vorhapden, so wird diese 

Gleichung 

= Pcos<P,d8)ds. 

Ist die vorgesphriebene Bahn von der Art, datTs eine Verschie- 
bung nur in einer Carve möglich, wenn sich etwa die Masse m in 
einer Röhre bewegen muss, so genügt die einzige Verschiebcrng nach 
einem Elemente ds dieser Curve, um zu sehen, ob Gleichgewicht 
vorhanden ist. Diess ist der Fall, wetin die Arbeit für diese Ver- 
schiebung Nullist. 

^Hat'man eine Fl&ch'e, in welcher sich die Masse bewegen 
muss, und ans wMcher sie nach kcfiner Seite hin austreten kann^ 
so ist Gleichgewicht vorhanden , wenn fSr zwei gegen «inandef ge- ^ 
neigte Verschiebungen ds in dieser Fläche die Arbeit der Kraft 
gleich Null ist J die Kraft P oder die Resultirende aus den bewegen- 
den Kräften steht dann normal auf dieser Fläche (Kro. 32). 

lat endlich die Bahn durch eine Fläche vorgeschriebe|^ aus 
weichet die Masse nach einer Seite hin austreten kann, nicht aber 
nach der andern, so kommt zn diesen beiden Bedingungen .noch die 
dritte, dass die Masse durch die Kraft P nicht nach der freien 
Seite der Bahnfläche getrieben wird. Da die Kraft P nach den 
Bedingungen des vorhergehenden F3Hs normal auf der Fläche 
steht, so ist diese Bedingung erfüllt, wenn für eine Verschiebung 
ds nach der fireren "Seite hin der Winkel (P, ds) ein stumpfer, die 

Arbeit ' 

Pco8(P,ds)d8 ' 

also negativ ist. - 

Man kann '.also sagen: Kräfte sin'd an einem Punkte im 
Gleichgewichte, wenn siebei keilier znl^ässigen unendlich 
kleinen Verschiebung eine positive Arbeit geben. 

Ist dagegen ein tangentialer Widerstand , wie Reibung , vor- 
handen' , so bleiben die beiden ersten Fälle ungeändert, wenn man 
zu den bewegenden Kräften noch diesen tangentialen Widerstand 
hinzUnimmt; die Resultirende aus den bewegenden Kräften und die- 
sem tangentialen Widerstände mu8i$ fürs Gleichgewicht normal auf 
der Bahnfläche stehen. Bei dem dritten- Falle, wifd aber. bei der 
Verschiebung aus der Bahnfläche hinaus'kein Widerstand det Bahn 
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entgegenwirken , ' und dort^ wird daher^ der obige Satz nicht mehr 
richtig sein; wohl aber wird för eine Yersehiebung normal zur 
Bahnfläche die Arbeit der bewegenden Kräfte negativ gein müssen, 
wenn diese die Masse gegen die Ba^hn drücken soUen, was fürs 
Gleichgewicht nothwendig ist. I^n kann also hier den Satz auf- 
stellen , dass fbr drei aaf einander, rechtwinkliche, zulässige Ver- 
schiebungen, von welchen nothwendig zwei in der- Fläche liegen, 
die Sanimen der Arbeiten der bewegenden Krähe und des Bahn- 
widerstandes gegen diese Verschiebungen nicht positiv werden dür- 
fen, wenn Gleichgewicht vorhanden sein soll. 

Für die Ruhe der betrachteten Masse ist ^ur nothwendig, 
dass bei den Verschiebungen in der Bahnfläche die Arbeit des Wi- 
derstandes, der immer diesen Versehiebunjge» entgegengesetzt, stets 
eine negative Arbeit gibt, überwiegt. über die Arbeit der V^wegen- 
den- Kraft, wozu nocli die Bedingung kommt, dass diese die Masse 
nicht von der> Bahnfläche wegtreibt. Für zwei direct entgegen- 
gesetzte Verschiebungen in der Bahnfläche^ wird Pcos (P, ds) ds 
einmal po^tiv upd einmal negativ; ist daher . . 
Pcos (P, d s) ds 4- N cos (N, ds) ds 
für heide negativ, so wird die Masse unter dem Einflüsse dieser 
Kräfte und des tangentialen Bahnwiderstandes in Euhe bleiben, da 
der überwiegende Widerstand, keine Belegung Jiervprbringt. Hie 
dritte Bedingung bleibt Pco8(P,ds)ds negativ für eine Verschie- 
bung ds normal zur Bahnfläehe. Man kann alse sagen, Kräfte er- 
theilen einer ruhenden Masse , die aus eiper Fläche nur nach einer 
Seite austreten kann, keine Bewegung mit, wenn die Summen ihrer 
Arbeiten und. der Arbeit des Bahnwiderstandes für jede unend- 
lich kleine Verschiebung in der Fläche und. für eine Verschiebung 
nach der. freien Seite der Fläche hin normal auf diese nie positiv 
werden. - . 

Beispiel. Auf einer schiefen Ebene mit der Neigung €c gegen 
den Horizont liegt eine schwere Masse m ; auf sie wirkt eine Kraft 
. P unter dem Winkel ^^egeh ded Horizont, nach derselben Seite, 
wie a gemessen. Welches sind . die Bedingungen, des Gleich- 
gewichts ?' - ■ / 

^ Ist die Bahn v(lllkommen glatt, ohne Reibung, so bat man für 
eine. Verschiebung ds, welche mit dem Horizonte den Winkel f 
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bildet, fiir jede zutössige Verschiebung y>aund < 180" -ha. 
Für eine solche Yerschiebüng ist die Summe der Arbeiten 

Pcos(/? — y)ds4-mgcos(90® + y)ds, 
and daher die Bedingung des Gleichgewichtes 
^ Pcos(j5 — y) — mgsiny^O, 

woraus Pcös/^ ' ^ 

^^. — 7. Z^ tan y 

rag — Psin/5< ^ 

sich ergibt, so lange j zwischen und 90 • Hegt, während von hier 
bis"270" die Bedingung, wegen der Division mit dem hier nega- 
tiven cos Y 

Pcosj? ^^ 
mg-Psin^>'^"y 
gilt. * • 

Der ersten Bedingung wird, da hier tan« der kleinste Werth 
von y ist, entsprochen durch 

^ ^ Pcos/J 

_ \ ^ = taneg, Voraus 

rag — Psin/? 

P cos (ß — a) — mg sin « sich ergibt. 

Der zweiten Bedingung, welche von y = 90® bis y = 180° -h a 
gilt, ist aber hierdurch -eben sa entsprochen, so lange, was Bisher 
vorausgesetzt wurde, der Ausdruck links positiv ist, da der grösste 
Werth von tan y in diesem Räume tan a ist. 

Es ist hier vorausgesetzt , dass PsiD/?<;mg sei, was immer 
der Fall seih muss, da für P sin/9=: mg die Masse m von der Kraft 
Psin j3 getragen wird und nicht mehr auf die Bahn drückt. 

Aufgaben über die unfreie Bewe^n^. 

a. Auf einer vertioaleii festen Cnrte gleitet ohne Beibung ein 
schweter K6r^r herab; wo ^erlässter die Cnrve? 

95»* Der Druck auf die Bahn ist^ wenn m die Masse des Körpers 

ist, und z vertical atwärts geht , q der Krümmungshalbmesser bei 

der Ordinate- z ist . 

^.- . v* 

ip g cos (z, fl) — m — 

Holtzmann, tbeoret. Mechanik. 7 
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Die Geschwindigkeit bestimmt der Satz von der Arbeit , 
v' = Vo'^-2g(z-Zo) = 2g(h-fz), 
wo Vq die Geschwindigkeit in der Tiefe z^ ist und 

v/~2gZo=2gh ' ^ 

gesetzt ist. Aus beiden Gleichungen folgt 
^ cos (z, p) = 2 (b -h z) 

fär den Ort, in welchem derDruck Nall wird, und an welchem, vor- 
ausgesetzt dass die Curve hier cönvex nach oben ist j der Körper 
die Bahn verlässt. Der Ort liegt also dort, wo die Yerticalprojec- 
tion des Krümmungshalbmessers del* doppelten Geschwindigkeits- 
höhe gleich ist Trägt man also in dem zu untersuchenden Punkte 
M der Gurve die Geschwmdigkeitshöhe h + z vertical aufwärts, und 
zieht durch den so erhaltenen Punkt eine ' Horizontaliipie CD; 
zieht man ferner in M eine Normale zur Curve, welche die Linie 
CD in E durchschneidet; so ist 2 X EM die Grösse, welche der 
Krümmungshalbmesser haben müsste, wenn an dieser Stelle die 
Bahn verlassen werden sollte ; ist der Krümmungshalbmesser in M 
grösser als 2. EM, so verlässt der Körper die Bahn hier- nicht; 
ist er kleiner als 2 . E M , so hat der Körper die Bahn schon früher 
verlassen. 

Ist die Bahn diejenige Parabel, welche der Körper mit der ge- 
gebenen Anfangsgeschwindigkeit frei durchlauft, so ist die Linie 
CD die Directrix dreser Bahn und 2. EM der Krümmungshalb- 
messer derselben. Diese Bahn erleidet in keinem ihrer Punkte 
einen Druck durch das Herabgleiten des schweifen Körpers. Man 
kann die widerstehende Bahn wegnehmen, ohne dass dadurch die 
Bewegung geändert wird; 

b. Bewegung eines. sohwer^i Eöipam in einem vertioalen Kreise, 
vom Halbmesser L . Das ein£ache Pendel. 

96. Nimmt man als tJrspruQg der in der Verticalebene des 
Kreises liegenden Coordinaten x und z den Mittelpunkt des Kreisiss, 
•nimmt man z vertical abwärts und also x horizontal ; bezeichnet 
man mit Vq die Geschwindigkeit, welche dei' Körper in dem tiefsten 



Setzt man 


v.» = 2gh, 


80 wird diese 


V» = 2g(h + 8 


Mao isiebt, dass 


v = 


wird, wenn 


h + 2i=l 


wird, oder för 


2 = 1 -h. 
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Pankte des Kreises hat, so ist die (reschwindigkeit v in irgend 
einer Tiefe z gegeben durch 

v* = v.'-2g(l-z). 



1). • (a) 



Ist h < 1 , 80 liegen die beiden entsprechenden Pankte in der 
untern Kreishälfte und der Körper wird dann jedesmal von diesen 
Punkten wieder zurückfallen. 

Ist dagegen h > I , so wird der Körper die obere Kreishälfte 
erreichen^ und so lange in dem Kreise fortgehen, als ihn die Cen- 
trifogalkraft noch, darin festhält, wenn nicht die Kreisbahn 
selbst von der Att ist, dass der Körper nicht aus ihr herausfallen 
kann. 

Der Druck auf den Kreis nach aussen ist gegeben durch 

V* 

— Ncosi(N,^)= — mgcos(z,p)-i-m — • 

z 

Da N hier in der Richtung von ^ selbst liegen muss, so ist 
N,^ = 180^^ und daher obiger' Ausdruck der Werth von N selbst. 
Es ist 

C08(z,(>)=--y 

und setzt man für v' den obigen Werth, so erhält man 

„ 3z + 2h -21 ... 

N = mg j- (b) 

. Dieser Druck wird Null für 

• z = -|(h-i)=|(r^h). 

Da z analytisch > 1 — h sein* muss, weil für z = 1 — h diö Ge- 
schwindigkeit Null wird, so kann, so lange 1 — h positiv ist, N 
nicht Null werden, was auch die unmittelbare Anschauung gibt. Ist 
dagegen 

. . '. . h>l,. , 

7» 
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SO wird die Bewegung bis in die obere Hälfte des Kreises fort- 
gehen, und dort ehe v = wird 

2=.-|(h-l), 
damit also der Druck auf die Bahn Null werden , und nun der Kör- 
per, wQun diess'die Bahn zulässt, diese nach innen verlassen. 
Diess wird aber nur dann eintreten , wemx nicht hierzu, z kleiner, als 
-- 1 werden müsste. 

Für z = — 1= — f(h — 1) oder 

51 = 2h 
und für jedes grössere h wird dagegen det Körper den ganzen Kreis 
durchlaufen , und der Druck N immer nach aussen gerichtet sein. 
Dazu ist also nothwendig, dass die Geschwindigkeit im tiefsten 
Punkte grösser oder gleich ^ 

y^ . , 

ist. Im tiefsten Punkte ist der Druck auf die Bahn am grössten 
gleich ' . ' 

2h> 



N=mg(l4-p) 



und also für den Fall, dass die Geschwindigkeit gerade noch gross 
genüg ist, damit der ganze Kreis durchlau^n wird 

N = 6mg, 
iseclismal so gross als das Gewicht des Körpers. 
Aus der Gleichung (a) findet man' 

oder jx _i_ d.s 

dt ^= "T 



V2g(h + z-.i)' . 

wobei das obere Zeichen der. Bewegung in. der Richtung s angehört, 
das untere der entgegengesetzten. 

Setzt man nun unter der Voraussetzung, dass 1 — h^» — 1 
z = lcosy; 1 — h = lcbs« und ds = ld5p, 

so wird' H f — + A/X ' d-y ' • . • 

"" g Väeosy — 2co8tt > • 
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Es ist . ^ . .. y ' 

2 COS y = 2 — 4 sm ^ , 

'""^'- dt=±^VI. , fy 

V sin-2-ßin|-. 

Setzt man hier noch 

, g> , a . 
sin -5- = sin ~ sin a , 
2 . ^ 2 

was möglich ht, da 9) immer kleiner als a oder gleich tt sein muss, 
und wobei sin u alle Werthe von — 1 bis"+ 1 durchlauft, so trird 

,,^±yi_ du 



V 1 — sm-^ smu* 

Damit erhält man die Zeit, welche die Masse braucht um vom 
tiefsten Pqnkte des Kreises bis zum Winkel ^ aufzusteigen 
gleich . 

wo F das erste elliptische Integral ist Die Dauer der halben 
Schwingung, an deren Ende der Ausschlag a erreicht wird , ist 

und dieselbe Zeit ist erforderlich zum Rückgange. Daraus ergibt 
sich die Dauer einer einfachen Schwingung 

^^sVi.F,;., >. w 

"f g »*^i5' T 

Will map die Rechnung für wenig weite Schwingungen , also 
für kleine Werthe von a ausführen, so kann man in (c) vor der 
Integration die Wurzel in eine Reihe entwickeln und dann integri- 
ren ; man erhält so ' 

dt= V ~l 1 H- isin^tt^ sin u'^ + ^^8111^810^*-^ Jd^- 
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1 . 1«— i . 2a— 1 /*. 1«^« , 



Dorcli theilweise Integnition hat mmn aber 

/. 2« , 1 . i«-i ^ 2a— 1 r 

2a 2a •/ 

Integrirt man tod bis n, so wird 

t= V — [a-f-$sinja'(jli — |cosnsinu)-h....]. (e) 

Daraos indet man fnr o ^= — die halbe Sehwingmigsdaaer, und da- 

z 

mit die Dauer einer einfachen Schwingung 

97. Die Bewegong eines schweren Kör|iers in einem Terticalen 
Kreise, welche in der letzten Anfgabe nntersocht worden ist, die 
Bew.egnng des einfachen Pendels, das man ans einer schweren, 
in einem Punkte vereinigten Masse, welche mittelst eines masse- 
losen nnd nnaosdehnsamen Fadens an einem Fi^nnkte aafgehängt 
ist, bestehend denkt. Die Dauer der unendlich kleinen 
Schwingungen, d.h. solcher, bei denen die Weite der Schwingung 
unendlich klein ist, ist 

wo 1 die Länge des Pendels, d. h. die Entfernung, der schweren 
Masse Ton dem Auihängepunkt ist. Man siebt die Schwingungs- 
daner ist proportional mit der Quadratwurzel aus der Lange des 
Pendels und umgekehrt proportional der Quadratwurzd aus der 
Beschleunigung der Schwere. 

Man gibt b^ dem Pendel gewöhnlich die Dauer einer einfiichen 
und unenffich kleinen Schwingung an , welche man ans der beob- 
achteten Schwingungsdaoer r, mit Hilfe der Formel am Ende der 
letzten Nummer beirechnet. Growdhnlich sind £e, beobachteten 

Schwingungen so klein, d.h. ^r-r der letztes Nummer ist so klein, 

2 1 

dass man nur noch das Glied 

2^-21 
ZQ beachten hat. 
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F&r sehr kleine .Schwingongen h{tt, wie mi^ sieht, die Weite 
der Schwingungen nnr einen sehr wenig merkUchen Einfluss. 

Da diese Schwingungen sehr oft vorkommen , . so wollen wir 
die Bewegungsgleichung noch in einer andern Form betrachten. 

Bildet zur Zeit t der Faden den Winkel q> mit den Yerticalen, 

so ist die Geschwindigkeit der Mass6 ' h" "^^ daher «die Beschlen- 
Dignng nach der Bahn 



d 



9 



* dt^ ' 
während die Compönente der bewegenden Kraft in dieser Rich- 
tung . . 

— mgsmy 

ist. Der Widerstand der Bahn ist hier rechtwinklich auf der Bahn^ 
es ist daher (erste Gleichung 18 Nro. 89) 

— mgsiny ==ml-v^, oder 

^=--j-8iny. • (a) 

Für unendlich kleine Schwingungen hat man hieraus 

dt 1 

mit dem allgeineineo Integral 

y = Acos (t V y) + B cos (t V 1") . 
woraus die Dauer einer OscUlation -. 



= 2.VI . 



2r: 

g 
übereinstimmend mit dem obigen. 

Eine dritte Behandlungweise, der vorliegenden Aufgabe ist fol- 
gende. Diö dritte der Gleichungen (17, Nro. 88) gibt 

m^ = mg -h N cos (N, z) 

=*mg — N — * . . 

Setzt man in diesen Ausdruck den früher .gefundenen Werjbh von N, 
so erhält man 
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dl 
Setzt man hier ^ 

z = 1 - z' 

und vernachlässigt dann die Prodacte 4iz' und z'^ gegen Iz', was 
für sehr kleine Schwingungen al& Annäherung erlaubt ist , so wird 

dt' l ^ ^ 

Das allgemeine Integral dieser Gleichung findet sich 

z':^Acosl V^ + BsintA/^4-y, . 

wo A und B die Integrationsconstaaten sind. Zur Bestimmung die- 
ser Con«tanten dient 

z' = Tür t = 

und aus der Gleichung für v' 
dz' 



^^ _^Ofürz' = h, 
dt 



womit man findet 



Man sieht, dass z' seinen gröbsten Werth erhält für. 
es wird wieder gleich Null für 

4g '^ g : 

welches wie früher die Dauer einer einfachen. Schwingung ist. 

c. Der schwere Körper in der Cycloide. Tantochrone. 

98. Auf die Gleichungen , welche am Ende der vorhergehen- 
den Nummer als Annäherungsformeln für sehr kleine Schwingungen 
erhalten wurden, kommt man strenge bei^der Betrachtung der Be- 
wegung in einer verticalen Cycloide mit verticaler Axe. 
^ Man hat für diese mit den Bezeichnungen. der vorhergehende.1? 

iNummer, wenn a der Halbmesser des erzeugenden Kreises ist, 



woraus 



Daraus 
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i^ds\* 2a 
VdzJ "^ z' ' 

dz; d;^'_g dz' 

woraus ■ Üi' _ _ i. ,« ^ih . 

dt'*" a ^2a 

Diess ist dieselbe Gleichnog , welche oben integrirt wurde, 
wenn man, a = x s®*^'- ^*' ^^^ Cycloide ist also die Schwingangs- 
dauer in der That von der Schwingungsweite unabhängig, 

die genaue Gleichung der Bewegung. 

Weil in der Cycloide die -verschiedenen Schwingungsbögen 
vom Scheitel weg in derselben Zeit durchlaufen werden , nennt man 
die Cycloide auch die TautochroDe. 

d. Bas conische Pendel. 

99. Ein schwierer Körper ist gezwungen, sich in einer Kugel- 
schaie vom Halbmesser 1 zu bewegen. 

Den Anfangspunkt des Coordinaten nehmen wir im Mittel- 
punkte der Kugel, x und y horizontal, z vertical abwärts. 

Die Geschwindigkeit ergibt der Satz von der Arbeit 

v^=;Vo^4-2g(z-Zo)=-2g(h + z~Zo). . (a) 

Die Eflfectivkräfte nach den drei C.oordinatenaxen geben 



m 



&=-«i' 0) 



ez 

'dt^ ~ > *■ 1 



a>3TT= -N^ + ing. 
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Um aus diesen GleicBungen den Widerstand der Bahn, die 
Spannang des Fadens, zu bestimmen, multiplicire man sie der 
^eihe^ach mit x, y, z, und addire. Diess gibt 

°'C^dt^"^ydP'^^dF:J="^^'-^"'«'- • 

Die Gleichung' der Eogeloberfläche ist 

,x» + y» + z'±=l», (c) 

voraus man durch zweimalige Ableitung erhält- 

d*x d*y . d'z . /^dx\» . /^dyV . /dzx' . 
^dF + ydt-'-^^dt^-*-(dT)-^(dl)^(dt) =<^' 

woraus mit /^dxX* . /^dy\^ , Ydz>vV , ^ 

(.-dt-)+Cdt;-^Cdtj=^ -^ .. 

die obige Gleichung zur Bestimmung von N in 

— mv*= — NlH-mgz, oder 

t' • * z 

N = m-— 4- m g Y übergeht (d) 

Diese Gleiehung hätte man auch unmittelbar hinisclireiben 
können.' Es mu&s 

mgy^N . . 

gkich der Effectivkraft in der Richtung von t sein. Diese ist aber 
gleich der Masse multiplicirt mit derBespbleunigung in dieser Rich- 
tung. Nun hat die Beschleunigang eine Gomponente nach v, welche 
rechtwinklich auf 1 steht, und eine in der Richtung des Krümmungs- 
halbmessers Üer Bahn. Die erste gibt keine Gomponente nach 1, 
die zweite" dagegen die Gomponente . " 

^„2 2 ■ 

-COS ((>,!) = — 



womit man obige Gleichung erhältl ^ . 

Substituirt man in die Gleichung (d) den Werth voivv* aus 
(a), so erhält man 

N = m.-^.(2h + 3z-r^2zo).' ; (e) 

Setzt man. diesen Werth in die dritte der Gleichungen (b^j so wird 
diese * • ^ . 
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• p = -^(2h + 3z-22.)z-Hg. (f) 

' o z 

MultipHcirt man dieise Gleichung mit 2 — , so lässt.sie sichintegri- 

ren, und ttiai) erhält, wenQ man voraussetzt, es sei für z^=Zo die 
verticale Compo;iente der Geschwindigkeit gleich Null, nach, eini- 
ger Reduction 

(ff) =^tf (z-zo) 0^-hz,^h2-zO. 

Setzt man 1' — Zi^ = h(zo 4-z^), (g) 

so wird diese Gleichung 

Diese Gleichung zeigt, dass das Pendel immer bis zu derselben 

Höhe aufsteigt und zu -derselben Tiefe abwärts sinkt; die Wende- 

~d z i 

punkte findet man für -j- = 0; sie sind, wenn h nicht sehr gross 

ist, bei Zo und z^ . 

Führt man nun ' ' 

z == 1 — f ; Zo = 1 -- Ü > ^1 = 1 ~ fi ein j ^^ß heisst , 
verlegt man den Ursprung der Goordinaten in den tiefsten Punkt 
der Kugelfläche, so wird obige Gleichung 

J 






oder wenn man der Kürze wegen 

:• ■ 2i+^p^=2i.k . (h) 

setzt, wo also kein Goefficient ist, welcher grösser als 1 ist. 



A/^(£,-ö(?-Si(l-^) 



worin das obere Zeichen deiü Aufsteigen,- das untere, dem Abwärts- 
sinken des Pendels angehört. Man sieht hieraus ohne Weiteres, 
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däss der aufsteigende Bogen \h derselben Zeit dnrc&lanfen wird, wie 
der abwärtsgefaende, und dass die Yerticalprojection nach detn dop- 
pelten dieser Zeit r' dieselbe Bewegung wiederholt. Um hiermit t^ 
das man durch' elliptische Integrale ausdrücken könnte, durch eine 
Reihe auszudrücken , hat man * 

zu integriren« Man findet für die ersen Glieder, wenn man von 
C=^Ci bis Co integrirt und £, > Ci voraussetzt - 

2 V^<=f- aresin J^ -|-arcsi5^=^) 

1 ' V . So fl. So bo^ 

was fiiT unendlich kleine Schwingungen, bei welchen ^ und Ct gegen 
1 verschwinden in 

. . .^-r^T' ... 

wie beim einfachen Pendel übergeht. MaQ erhält die Bewegung 
des einfachen Pendels aus obiger Gleichung für Ci= oder z^ = J. 

1 Die Bewegung der Horizontalprojection ist eine Centralbewe- 
gung, da die horizontale Compönente von N, der einzigen Kraft, 
welche hjer 4ri Betracht kommt, immer durch die Axe der z geht. 
Das Quadrat der Entfernung der Masse m von der Axe der zznr 
Zeit t ist 

P-z^ = 21f~r. 
wesshalb die horizontale Bewegung durch 

(2ic-n^=^\ ... 

gegeben ist (Nro. 74),, worin |^ der Winkel der Verticalebene durch 
das Pendel mit der x, z Ebene ist.. Die Flächengeschwindigkeit. c' 
ergibt sich 

c'=v„v2if,-r,'=v^2gh.(i2i£,-r?y; 
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oder mit dem Werthe von hans (g) - 

Die Gleichung der horizontalen Bewegung wird damit 

Setzt man in diese Gleichung deij oben entwickelten Werth von dt, 
so wird sie 

und durch Integration von f = Ci bis t==^ Co findet man 

-^^== (arc tan (+ oo) — arc tan (— oo) ) -f- 

was 1 * * ' 

ist. Denselben Bogen findet man für das Abwärtssteigen-, von 
Sind die Schwingungen unendlich klein, so wird 

. . TT 

. «P- 2' 
die höchsten und tiefsten Stellen der Bahn liegen in rechtwinklich 
gegen einander gestellten Verticalebenen und kommen immer wie- 
der an dieselben Stellen. Die Horizontalprojection der Bahn ist 
dann eine Ellipse , wie man am eiÜichsten aus den beiden ersten 
Gleichungen (b) sieht, in welchen hier* N = mg, constant wird. 

Beachtet man* aber ^ und Ct gegen l > so zeigt die vor- 
stehende Formel, dass die htJchsten und ^iefsten Punkte dei; Bahn 
in Verticalebenen liegen,, welche um mehr als rec hte W inkel aus 
einander liegen 4 und. zwar um so mehr, je grösser' V^g, £ ^^^ ^*® 
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horizontale. Projection der Bahn erscheint dann, als be^ge sich die 
Masse m in einer Ellipse, deren Axen immer dieselbe Grössen haben, 
sich aber in der Richtung drehen, in welcher die Masse m mnlauft 
Für eine ganze Oscillation in der verticalen Proj£ction, d. h. bis 
der höchste Ponkt das zweite Mal erreicht wird, beschreibt die 
grosse Axe dieser Ellipse einen Bogen von 

t — 

in der obigen genähert.en Rechnung« 

Witd z^ = Zq , "SO müssen alle Punkte der Bahn in einer Tiefe 
liegen, und das Pendel einen geraden Kegel oder die Maiäse m einen 
&oriz(»italen Kreis durchlaufen. Hierzu gibt (g) ^ie Bedingung 

n = -- — = — r-^ • 

2g 2zo 

Die Bewegang öiuss eine gleichförmige sein, wie diess ancTi (1) 
för C constant gibt. Die Dauer eines ganzen Umlaufes findet sich 
^2.ri^3v;^^^yrg (0) 

v„ g 

Der ganze .Umlauf erfolgt also in derselben Zeit, in Welcher 
ein fn der Verticalebene schwingendes eiüfaches Pendel von der Länge 
Zq zwePT einfache Schwingungen von unendlich kleiner Weite macht. 

e. BewegOng des Pendels in einem widerstehenden Mittel 

100. a. Für sehr kleine Sch^fingungen in der Luft beobachtet 
man, dassdieSchwingungsweiten nahe in einer geometrischen Reihe 
abnehmen, wenn die Zahl der Schwingupgen in einer arithmetischen 
]^eihe wächst, während die Schwingungsdauer messbar dieselbe 
bleibt. Welches ist die Kraft» welche rieben der Schwerkraft wir- 
kend diese Abnahme bewirkt||| . " \ 

Ist g> der Winkel, welchen das Pendel zur Zeit t mit der Ver- 
ticalen bildet, so findet die oben bezeichnete 'Erschein\ing statt, 
wenn . . 

g) = Ae . smat. 
ist, wo Ä, b und a constant sind. Es wird.ygleich -Null, so oft 



l 
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at einer ganzen Zahl n gleich wird, und die Dauer eifier einfachen 
Schwingung ist daher 

a 
Die grösste Ausweichung «ach der Seit^ der positiven oder 
der negativen 9 ist erreicht , wenn 

' 'd?=» ' ■ 

wird , oder wenn 

0= -^ bsinat + acosat, 

also . . b . 

tan a t = — 

• a 

wird. Bezeichnet man den kleinsten positiven Bogen, für welches 
das der Fall ist, mit /, so treten diese grössten Ausweichungen zu 
den Zeiten 

at = y; i=y + 7r; y + 27r 

dn, und der üebergang von einer zur nächsten findet also in Zeit- 
iDterv allen statt, welche wieder 

n 

— = «r 

a 

sind. Die Elongätlonea selbst findet man der Reihe nach 

by ^ b)» bif 

y = A e * sin y ; — A e * * . sin y ; ..... 
so dass also der Exponent der geometrischen Reihe dieser absolut 
genommenen Elongationen 

bTt 

c 
ist, w^elcher durch die Beobachtungen bestimmt wird. Nun hat man 
die Componente der bewegenden Kraft in der Richtung der Bahn, 
wenn 1 die Länge des Pendels und die Masse gleich m ist 

nil^-^ = ml| Ab'^e^ sinat— 2Abae cosat— Aa'e" sinatj 

was sich auch r „,dep / j , , ^ 1 

mll ~2b^ — (a'-f-b')y j 

schreiben lässt. 
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Diese Oomponente der Kraft besteht aUo erstlich au« einem 
Theile . ' . 

)i«relcher der Bewegung direct entgegen und der Geschwindigkeit 
proportional ist, einem Widerstände des Mittels; dann aus einem 
Theile, welcher, wenn man sin^ für den als sehr klein vorausge- 
setzten Bogen ff setzt, gleich 

— m(a'-|-b^)lsiny 
ist, und welcher die Componente von der verticälen Kraft 

m(a» + b')l 
ist, d. h. die Oomponente des Gewichtes mg» ' 
Die Schwingungsdauer in der Luft ist 

n ' * . . • 

im leeren Räume wäre sie 

Mit (a»-f b»)l = g 

fiodet man 

^ ^^=^V^.:4b^=7- ^ 

wofür man bei der Kleinheit von — setzen kann 

a 

Inc^ 



<'-^.)=-0-'(^)) 



Diese Correction ist bei der Bewegung des Pendels in der 
Luft ganz unbedeutend, wenn. die. Schwingungen so klein sind, dass 
man das oben angenommene Gesetz annehmen kann ; dagegen Qnd^en 
die hier entwickelten Formeln Anwendung bei den Schwingungen 
der Magnete in der Nähe von metallischen Massen. 

ß. Der Widerstand des Mittels sei mw, wo w wie in Nr. 58 
eine Function der Geschwindigkeit ist, welche mit d^r Geschwip- 
digkeit v zugleich Null wird , und mit v wischst. 
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Fiir sehr kleine SchwtDgnngen kann man hiier die ünter- 
sQcbong m folgender, von Cauchy herrührender Weige annähernd 
behandeln. 

Geht das Pendel vqq der Rnhe nnd dem Ausschlagwinkel a 
aas, ist zur Zeit t der Winkel, welchen das Pendel mit der Yerti- 
calen bildet, gleich 9, so bat man die Beschl^nnignng nach der 

Bahn 

dv 

-^ = g9>--w, 

wo wegen der Kleinheit des Winkels erlaubt war 9) für sin tp zn 
setzen. Ist 1 die Länge des Pendels, so ist noch , 

Beide Gleichungen gelten für die ganze einfache Schwingung. 

Mnltiplicirt man nun die zweite Gleichung mit dem noch unbe- 
simmten Ooejfficienten X und zieht sie, nachdem mit 1 divldirt ist, 
von der ersten ab, so erhält man 

d<v-f-A5)) ^ C %^ \ A 

dt ^-TV^^^J"-^^'^^ 

wenn man nun .' Z'= — gl * (a) 

setzt d(v + Aip) ^/ . \ ' /,v 

. J^-^^ = -j(v + Ay)--w. (b) 

Setzt man hier vorerst w = , so hat man das Integral dieser 
Gleichung 

ln(v-hAy) — lnAa= pt oder 

v-+-A5p = Aae ^ . 

Setzt man hier für X seinen Werth aus (a) , so erhält man, 
• weil die reellen und die imaginären Tbeile dieser Gleichung eitizeln 
einander gleich sein müssen 

v = aygTsint Vy und 



..Vt, 



^ = a cos t V Y 
wie diess früher (Ni'o. 97) gefunden wurde. 



Bojltamaim, theovet. Msdutnik. 
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. Kel^ren ^nr zur 61eiehnpg(b) znröek. Mnltiplicirtinaii sie mit 

1 
e , ' 

so wird ihr Integral 



(vr^A5>)e ^ — aa,= — fe ^ Wdt 



oder _^» __^ t ^t 

v-f-Ay = ^ae ^*— e ^ A e * wdt . 

o' • 
Setzt man hier für A seinen Werth' und trennt wie oben die 
reellen und die imaginären Werthe, so erhält man die beiden 
Gleichangen , in wrfchön wie früher 



gesetzt ist- ^ . 

t ^ * 

v = aalsinat — ^cosat / wcosatdt — sinat /wsinatdt, 



• '0 



(c) 



(p=;=«cosat rcosat /.wsinatdt H r sinat /wcosatdt. 



Für den leeren Baum ist die baaer einer einfachen Schwingung 

zu Anfang und Ende dieser Zeit wird die Geschwindigkeit NuiL 
Setzt man in dem eben gefundenen Werth der Geschwindigkeit 
t = r, so redacirt sich dieser auf 



=/wc 



rcosatdt. 



Setzt man hier w ==/(ksiaat) , . 

wo in dend für diese Schwingmi^en immer nur sehr kleinen w für die 
Geschwindigkeit v der für den leeren Ravvm geltende Werth 
V = k sin a t genommen ist , setzt man noch 
. at = i5. 
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SO wird die Geschwindigkeit für t = r 
-^ J^f (ks\uß)dismß) 



av: 



^ ff(kmß)i(&inß) -^. //(ksin/?)d(sin/y). 

Die Sinus sind gleich und Vom gleichen Zeichen von bis -^ 

und von- n bis — , die beiden Glieder rechts heben sich daher auf, so 
weit k in beideii alä gleich geachtet wercjen kann , k aber ist nahe 
= a Yg 1 und äntiert sich also nur mit der Schwingungsweite* Die 
Schwingungsdauer ist also so weit von dem Luflbwiderstaude unab- 
hängig , als die Schwingungsweite dieselbe bleibt. Da aber äas 
letzte nicht genau der Fall ist, sondern die Schwingungsweite klei- 
ner wird, so wird durch den Luftwiderstand die Schwingungsdauer 
etwas geändert und izwar, da für t=r die Geschwindigkeit noch 
positiv ist, etwas vetgrössert, wie sich diess auch bei dem.beson- 
dem Gesetze des Widerstandes, welches in («) betrachtet wurde, 
sich ergab. 

TT 

Für t = T = — wird <p gleich 
a 

«t = — a + ^r/ Wßiöat dt. 

a.iy 

Da in der Zeit Obisr, jsin a t immer positiv ist, und w ebenso 
sein Reichen innerhalb der ersten Schwingung nicht ändert und po- 
sitiv isty so ist das zweite Glied rechts positiv, und der Winkel a^, 
bei welchem das Pendel zur Ruhe kommt, absolut genommen, klei- 
ner als der Winkel«; die Schwingungsweite nimmt daher, ab durch 
den -Luftwiderstand. 

Nimmt man den Luftwiderstand dem Quadrate der Geschwin- 
digkeit proportional, gleich 

v2 » 

wo b eine Constante ist, die sehr gross ist, setzt man in diesem 
Widerstände für v' den, genäherten Werth 

8* 
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a^aM'sinät* 
so wird 



a*gal r . ... 
flfi= — «H — rj— /sinat'dt 

' 



die Weite des zweiten halben Schwingnngsbogens.. Man findet die- 
sen ans a darch Maltiplioation mit 

A^ 2 «glN ; 

V 3 bV* 

und ebenso ^dann den nächsten Schwingnngsbogen gleich 

nnd so weiter« Die Schwingungsweiten bilden also bei einem Wi- 
derstandO) welche dem Quadrate der Geschwindigkeit proportional 
ist, eine Reihe, deren Glieder in geringerem Maasse als die einer 
geonietrischen abnehmen. 



Massenmittelpankt , Schwerpmikt. 117 



Zweites Buch. 
Kräfte an ciindm starren Körper. 



101. Sind die Massen m, m^, ra^.., in den Punkten A,B, G,... 
vorhandea nnd sind diese Massen so verbanden >, dass di(& Pankte 
A, B, C . . . ihre gegenseitigen Lagen nicht Indern können, so nennt 
man diese Y erbindang einfitarresMassensyst e m. Erfüllen da- 
bei die Massen stetig neben einander liegend einen Raa;n, so heisst 
die YerbinduDg ein stafrer Körper. 

102. Dieser heisst gleichförnliig dicht, wenn in gleichen 
Volnmtheilen gleiche Massen enthalten sind , aadernfaUs heisst er 
nngleichförmig dicht. 

In einem gleichförmig dichten Körper nennt tnan Dichte die 
Menge Masse , welche die Volnmeinheit des Körpers erfüllt. Bei 
einem angleichförmig dichten Körper ist die Dichte im Allgemeinen 
von einem Pankte zum andern verschieden. Man gibt die Dichte 
an einem Punkte durch die Masse an, welche die Volumeinheit ent- 
hielte , wenn diese Yohimeinheit überall so mit Masse erfüllt wäre, 
wie s^n der betrachteten Stelle. 

Massenmittelpniikty Schwerpunkt. 

103. Hat majn für eine Reihe yon Masisen m, m^^m^^.. 
welche in den Punkten x, y, 4; x', j', z'; x", y", z^'... sieb befin- 
den,^ einen Punkt, dessen Coordinaten Xq, y^, Zq ^eien, bestimmt 
durch die Gleichnngön - 

^ ' ' XoJ?m = I^mx, 

yo-Jm = ^iliy, (21) 

.ZoJ^m = 5mz, . 
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SO hat diei^er Pankt die Eigeosehaft, dass die Summe der Produkte 
aller Maßsen in ihre Eutfernungen von einer beliebigen Ebene gleich 
ist dem Producte aus de)* Summe aller Massen in seine Entfernung 
von jener Ebene. Man nennt diesen Punkt den Mittelpunkt der 
betrachteten Massen , oder wenn diese einen geschlossenen Körper 
bilden, den Massenmittelpunkt dieses Körpers, oder audi 
den Schwerpunkt desselben, wegen einer, später zu erweisenden 
Eigenschaft. 

. Beweis dieses Ssftzea» Ist n die Normsile gn der gegebenen 
Ebene , 3 der , Abstand dieser Ebene von dem Anfangspunkte der 
Coordinaten x, y, z, bezeichnet man mit 
-Ho, n,nVii" . ,. . 
die Entfernungen ' des Massenmittelpunktes und der Massen 
m, to', m" . . . von dieser Ebene, so hat man 

Uq + 9 = Xo cos (n, x) 4- Yq qbs (n, y) W- Zq cois (n, z) 
und ebenso z.B. . . 

n' -t- 9 = x' cos (n, x) + y' cos (n, y) -f- z' cos (n, z) . 
Mültiplicirt man daher die obigen Gleichungen (a) der Reihe nach 
mit cos (n, x) , cos (n, y) , cos (n, z) und addirt sie, so erhält man 
(qo -h9)5m = J^m(n-H9) oder weil 
9jni = ^m9 ist , . 
UoJSm^^mn, 
welches der oben ausgesprochen^ Satz ist. 

rÖ4 Die BestimmuQg des Massenmittelpunktes geschieht mit 
Hülfe der Gleichungen (a), wo nicht etwa geometrische Betrachtun- 
gen kürzer zum Ziele führen. Geht die Ebene. der y, z durclx den 
Massenmittelpunkt, so ist x^ gleich Null,' und daher 

' = ^mx. ^ . • • 

Ist der Anfangspunkt der Coordinaten del* Massenmittelpunkt, so 
hat ms^n • ' 

0=.:^mxj O — Jgrayj = 2mz'. ■. 

106. Für gleichförmig dichte Linien, Flächen und Körper fin- 
det man folgende Lage des Massenmittelpunktes : 
für eine gerade Linie, ihre Mitte. 
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Bei einer Kreislinie, deren Halbmesser r und deren Länge 
•2ra ist, liegt der Massenmittelpunkt in der Halbirnngsliiiie um 

rsina 
a 
vom Kreismittelpunkt entfernt. 

Bei einem Dreiecke liegt der Schwerpunkt der Fläche um den 
dritten Theil der Höhe von der Grundlinie entfernt , 

bei einem Parallelpgramme in dem Durchschnitte beider Dia- 
gonalen, . 

bei einem Kreisausschnitt von^ Halbmesser r und <j[er Bogenlänge 
2ra in der fi(itteilinie vom Kreismittelpunkt um. 

^ rsina ^ 

■ . . ^~&" • 

entfeiMit; , 

bei einem Bingstücke mit d^n Halbmessern. r und r^ über den- 
selben Centriwinkel , vom Mittelpunkte der Kugel um 



,r' + rr, +r,' 


sin« 


'• ^ r-hr^ 


« ^ 


ri einem Kreisabschnitte um 




2r ' sin«» 




a — sinrtcosa 


id für den Halbkreis 




4r 




'in 





Der Massenmittelpunkt einer Kugelhaube liegt xtx der Mitte 
der Höhe der Ktigelhaube. • 

, Der Massenmittelpunkt einer Pyramide*^ liegt um den vierten 
Theil der Höhe von der Grundfläche weg; 

bei eineni Parallelepiped in dem Dui^chschnitte ^er Diago- 
nalen;.' . .. ' * 

bei einem Kugelausschnitt vqm Halbmesser r und 'der Oeffiiung 
2« um . 2 , 

* * 

bei der Halbkagel am \ \ ' 

,; • . fr. •■ •■ . • :• '■ 
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Geometrisches über die Bewe^ung^ eines 
Körpers* 

106. Die Lage eines starren Körpers ist vollständig bekannt» 
wenn man die Lage dreier , fest mit ihm verbundeüer Punkte kennt, ' 
welche nicht in euier geraden Linie liegen. 

107. Wird, ein Körper do verschoben, dass die drei Linien, 
welchie drei Punkte des Körpers verbinden, parailel zu ihren fiühe- 
ren Lagen bleiben, so bleibt auch jede mit dfem Körper fest verbun- 
dene Linie parallel zu ihrer früheren Lage; eine solche Verschie- 
bung nennt man eine Translation.. 

Bei einer Translation haben in einen) Zeitpunkte alle Punkte ' 
des Körpers dieselbe Geschwindigkeit, und diese Geschwindigkeiten 
sind alle parallel. . ' 

Eine Translation ist vollständig bekannt, wenn <}ie Bewegung 
eines Punktes des !^örp^rs bekannt ist. 

108. Bleiben zwei'Punkte, eines Körpers während seiner Be- 
wegung unbeweglich, so sind auch alle Punkte, in der geraden Ver- 
bindungslinie jener beiden unbewegt, und der Körper dreht sich, 
roUrt um eine Axe, welche die gerade Linie durch jene Fixpunkte 
ist. Diese Bewegung heisst eine Drehung oder eine Rotation 
um eine Axe. 

109. Bei der Rotation um eine Axe beschreibt jeder Punkt 
des Körpers eine. Kreislinie, welche rechiwinklich auf jener Axe 
steht. Verbindet man zwei Punkte des Körpers zu den Zeiten t 
und t^ mit den Mittelpunkten der von ihnen beschriebenen Kreis- 
linien, so .sind die beiden so erhaltenen Winkel, wegen der Starr- 
heit des Körpers gleich gross, oder alle Punkte .des Körpers drehen 
sich in derselben Zeit um gleich grosse Winkel um die Ate. Die 

Grösse dieses Winkels heisst der DrehwinkeL 

■ •. ' . ^ 

110. Eine Rotation um eine Axe heisst gleichförmig, weim 
in gleichen Zeiten die Drehwinkel gleich grpss sind. Man gibt dj^ 
Geschwindigkeit der Drehung dadurch an, dass man den Winkel 
bezeichnet, durch welchen der Körper in der Zeiteinheit gedreht 
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wird/ 'Dies^ angegebene Geschwindigkeit der Drehung nennt man* 
die Winkelgeschwindigkeit des Körpers. 

Ist CO die Winkelgeschwindigkeit des Körpers, und ist dabei.der 
Winkel durch die Länge des Bogens vom Radius 1 gemessen, so ist. 
a> zugleich die Geschwindigkeit, welche die Punkte haben, die in 
der Entfernung 1 von-der Drehaxe liegen. Für Punkte in der Ent- 
fernung r von der Drehaixe ist die Geschwindigkeit 

reo 
und ihre Bichtung rechtwinklich auf r. 

111. Ist die Rotation nicht gleichftrmig, so stellt man die 
Winkelgeschwindigkeit in folgender Weise fest. 

Beschreibt ein Punkt in der Entfernung r von der Axe in der 
unendHch kleiden Zeit dt den unendlich kleinen Bogen 

so ist seine Geschwindigkeit ijiach der Tangente an diesen Bogen 

^& ^ ^ 

^dT 

nnd für 6uien trinkt in der Entfernnng 1 von der Axe , * 
, d^ 

Diess ist. die Länge des Bogjens, welcher von einem Punkte in 
der Entfernung 1 von der Axe in der Zei£einheit gleichförmig durch- 
laufen würde, ^wenn er sich in dieser Zeit mit der Geschwindigkeit 
•bewegen würde, welche er in der unendlich kleinen Zeit dt hat, 
oder auch der Winkel,, um welchen sich der Körper in der Zeitein- 
heit drehen wurde , wenn, ej ^ich während dieser Zeit gleichförmig 
so drehen Mrde, wie er sich in der Zeit dt dreht. Man pennt 
diesen Bogen odei; Winkel die Winkelgeschwindigkeit, welche der 
Körper in der Zeit t hattß. Bezeichnet man' diese mit a>, so hat 
man d;5^ ^ 

«=dr 

und die Geschwindigkeit eines Punktes in der. Entfemnng r von 
der 4xe zu gleicher Zeiti* 
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112. Die Beschleunigang eines Punktes in der Entferaaog t 
von der Drehaxe ist, wenn to die WinkelgeschwindigkeiC zar Zeit 
t ist, in der Richtung der Bahn 

- . • d (r cö) d oj 

~dr"~'^dt' 

und die Beschleunigung eines Punktes in der Entfernung 1 von der 
Drehaxe ist in dep Bahn gemessen 

d« 

. IT' -^ . 

Diese Grösse nennt^an hier die W.inkelbesehleunigung; 

113. Ist eine ebene figur durch Drehung um eine auf ihr 
normale Axe aus einer Lage in eine zweite gekommen p so findet 
man die Lage, dies'er Axe, indem man den Mittelpunkt der Kreise 
sucht, welche durch je zwei Lagen, derselben Punkte gehen. 

Ist überhaupt eine ebene Pigui: ia iftrer lEbene irgend wie ver- 
schoben, so kann man immer die Figur aus der ersten in die zweite 
Lage durch Drehung um eine zu der Ebene normale Axe bringen. 
Diese kzpn man in JEblgender Weise finden. Ist MN eine gerade 
Lini^ in dier ersten Läge, welche in der zweiten Lage PQ ist; ist 
A der Durcbsuhnittspunkt von MN und PQ und ist der Punkt Ader 
Linie MN durch die Versöhiebung nach B gekommen, wo Bin 
PQ liegen muss. Trägt man nun >die Länge AB von A aus auf 
MN.auf nach AC; so nCiuss C durch die Drehung nach A kommen. 
Der Mittelpunkt des. Kreises durch G , A, B ist' der Jnsspunkt der 
Drehaxe. ^ • 

Sind die Linien M^N und PÖ, welche die beiden Lagen der- 
selben Lini« der Figur sind, einander parallel, so ist die Verschie- 
bung der Figur eine Translation; iii diesem Italic kann man auch 
sagen, die Drehaxe liege in unendlicher Entfernung. 

* * * ' 

114. Dreht sich eipe Figur beliebig in ihrer Ebene, so .kann 

man für je* zwei auf einander folgende Lagen, derselben die Axe 
finden, um welche die Figur gedreht werden muss, ^um aus einer 
Lage in die unmittelbar darauf folgende zu k<Mnmen. Für je awei 
aufeinander folgende Lagen wird mi^i aber im .Allgemeine^ eine 
andere Drehaxe finden. Um jede dieser Axen wird- siich im Allge- 
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meinen die FigHT nar .einen Augenblick drehen, nm sich im folgenden 
nm eine andere za drdien. Geschieht zor Zeit t die Drehung jam 
die Axe A, so heisstAdie angenblickliche Drehaxe;&nr Zeit t. 

Kennt man die Richtungen der Geschwindigkeiten zweier 
Punkte der Figur zu derselben Zeit t, so werden die Normalen zu 
diesen Geachwindigkeiten sich in der augenblicklichen. Drehaxe 
schneiden^ Sind die beiden Normalen parallel, so findet in dieaem 
Augenblicke Translation statt 

Man benützt das Vorstehende zur Construction von Nonpialen 
an Cnryen. Bewegt öich z. B. eine Curve rollend über eine andere 
Gurve , so dreht sich die erste in jedem Augenblicke um den Be- 
rührungspunkt beider Curven; jeder Punkt der rollenden Curve 
bescbreibt daher in diesem Momente ein Kreiselement, dessen Mit- 
telpunkt der genannte Berührungspunkt ist. Der Badins von die-« 
sem Mittelpunkte an irgend einen Punkt der roHenden Curve ge- 
zogen, ist dater die Normale- ;su der Curve, weiche dieser Punkt 
während des Rollens der Curve , der er angehört, beschreibt, welr 
ches also eine allgemeinere Epicyeloide ist. 

Bewegt sich die Linie AB auf den geraden CE*und EF*, die 
rechtwinklich unter sich sind, so dass die Endpunkte von ABitni^i> 
in diesen Linien bleiben , so ist die Bewegung jedes dieser Punkte 
je nach CE und nach EFgerichtet; senkrechte zuCE und EF in 
A und in B errich);et durchschneiden sich in der augenblicklichen 
Drehaxe D. Hierbei .beschreibt jeder Punkt G. der Linie AB eine 
Ellipse, und DG ist die Richtung der Normalen dieser Ellipse. 

Es sei ABD eine gerade Linie, die durch den unbeweglichen 
Punkt geht, und von welcher der Punkt B immer in der gera- 
^den Linie MN bleibt; hierbei beschreibt ein Punkt D der Linie 
ABD eine Copchoide. Die Geschwindigkeit des Punktes B is€ 
Immer nach MN gerichtet, der Punkt, .welcher eben jetzt in O ist, 
kann sich nur in der Richtung AB verschieben. Errichtet man da^ 
her in B eine Normale zu MN und in eine zu AB,, $.0 ist dejr 
Durchschnittspunkt C l?eider die augenblickliche Drehaxe und CD 
die Normale der Conchoide. 

* 115. Dreht sich eine ebene Figur zuerst um einen. Punkt 
um den Winkel a, ö^smn um.O' um den Winkel a^ dsuin um Q^' um 
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den . Winkel a'' n. s. f. , so kommt bei der ersten Drehung ein 
Punkt 0/ nach 0', für welchen 0'00/ = a und 00/= OO' 
ist. Bei der zweiten Drehung kommt ein Punkt 0^^^ nach O'^ för 

. welchen der Winkel Oi"0/ mit der Verlängerung von 00^' gleich 
«' ist und Oi'O/' = 0/0/' u. s. f. 

Die Bewegung erfolgt also so, als ob die in der Figur feste 
Linie 0/ 0^ " 0^ '". . . auf der unbeweglichen O 0' O" O"^ fortrolle. 
Für eine stetige Bewegung hat man daher den Ort der augenblick- 
lichen Drehaxen zu bestimmen ^ dann den Ort der Punkte der Figur, 
welche nach und nach mit diesen Drehpunkten zusammenfallen ; die 
Bewegung ist dann gegeben" durch das Rollen des -letzten Ortes auf 
dem ersten. ' 

Bei dem Gleiten der geraden Linie AB auf de;i beiden Linien 
C£ und£F.(Nro. 114) ist der Ort der augenblicklichen Drehaxe 

/fiin Kreis vom Halbmesser AB mit dem Mittelpunkte E, dem 
Schnittpunkte der beiden Linien CE und £F. Andererseits ist, 
wenn wie oben D die augenblickliche Drehaxe ist, AB D immer ein 
rechtwinkliches Dreieck mit der' Hypotenuse AB. Der Ort der 
Punkte der dben^n Figur, von iJirelcher AB eine Linie ist, welche 
nach ^nd nach njit den augenblicklichen Drehaxen zusammen- 
fallen ^ ist daher ein Kreis über AB als Durchmesser. Die Be- 
wegung der Linie AB kann dadurch hervorgebracht werden, dass * 
qian den Kreis vom Durchmesser A B in. dem Kreise vom Halb- 
messer A B rollen lässt. 

Für die Conchoide^ das letzte Beispiel in Nro. 114, findet man 
für den Ort der augenblicklichen Drehpunkte eine Parabel , deren 
Ajtß normal zu MN; ist mit dem Seheitel in 0; die Gleichung der 
G&rve der Punkte , welche mit den Drehpunkten nach und nach zu- 
sammenfallen ^ findet man . . 

x*-c^x* = e'y', 

' wobei der Ursprung der ^oordiiiaten x, y in B genommen ist, und 
X in der Richtung von B A liegt; c ist die Entfernung voirMN. 

116. .Betrübtet man die bisher belegte ebene Fjgur.als den 
Querschnitt eines Körpers normal zur Drehaxe, «o wird alles bis- 
her über die Bewegung der ebenen Figut gesagte sich unmittelbai; 
auf diesen Körper übertragen lassen. - Die betraQhtete Beilegung 
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de& Körpers läset sich immer auf das Bollen einer mit dem Körper 
fest verbundenen cylindrischen Fläche über eine unbeveglicbe cylin- 
drische Pläche zarückfdhren* 

117. Die Betrachtang der Nro. 113 lässt sich unmittelbar 
auf die Yeiscfaiebnng einer sphärischen Figur auf ei^aer Kugelober* 
fläche übertragen, womit man den Satz erhält ; dass die Verschie- 
bung einer sphärischen Figur auf ihrer Eugeloberfläche immer durch 
Drehung um einen Punkt der Kugeloberfläche, oder durch Drehung 
um einen Durchmesser der Kugel erhalten werden kann. Dieser 
Durchmesser ist die Drehaxe. 

Betrachtet man die sphärische Figur als den Durchschnitt einer 
Kugel mit dem Mittelpunkte mit einem Körper, so wird die oben 
betrachtete Verschiebung der sphärischen Figur von einer Drehung 
des Körpers um den Mittelpunkt der Kugel begleitet sein; und 
man kann also den Körper aus einer Stellung in eine beliebige an- 
dere, bei welcher der Punkt des Körpers unbeweglich bleibt, 
durch eine Drehung um eine durch gehende Axe bringen. . 

118. Kommen die drei Punkte A, B, C eines Köipers an die 
Orte A^ B^ C^ so kann man den Körper zuerst parallel zu sich 
verschieben, dass A nach A^ kommt, und ihn dann so um eine durch 
A' gehende Axe drehen, dass B und G nach B^ und C^ kommen, 
oder man kann. jede beliebige Verschiebung eines Eörpqrs zurück- 
führen auf eine Translation und eine Drehung um eine Axe. Diess 
kann man überdiess auf beliebig viele Weisen ausführen, unter 
diesen ist immer eine, bei welchen die Richtung der Translation und 
die Richtung der Drehaxe zusammenfallen. 

Denkt man sich zuerst wie oben A Aach A^ durch Translation 
gebracht-und dann die Drehung ausgeführt, wobei N die Drehaxe 
sein soll. Betrachtet man einen Schnitt des Körpers F normal zu 
N, so wird dieser bei dieser Drehung nicht aus seiner Ebene kom- 
men; während er bei der Translation parallel zu sich verschoben 
wnrde. Schneidet man nun den Körper in der anfänglichen Lage 
durch eine Ebene normal zu N; dieser Schnitt heisse F; verschiebt 
man dann den Körper parallel mit N, so dass F naeh f\ kommt, . 
in die Ebene, bei welcher dieser Schnitt n^h der Dreh^ng liegen 
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aoli; so hat man endlich noch den Körper um eine zqN parallele 
Axezn drehen nm F^ in die verlangte Lage F, zn bringen. 

119. Hiäsfit man diese Yerschiebnog nnd Drehnng nm eine Axe 
gleichzeitig and gleichförmig erfolgen, so beschreiben die einzelnen 
Pankte des Körpers Schraubenlinien. 

Jede beliebige Bewegung eines Körpers wird sich hiernach ans 
unendlich kleinen Drehungen und Translationen nach der Drehaxe 
zusammengesetzt betrachten lassen, wobei jeden Augenblick die 
Drehaxe eine andere sein kann. Man nennt die Axe, um welche zu 
•einem Zeitpunkte t die Drehung nndf Translation erfolgt, die augen- 
blickliche Axe der Drehung und Verschiebung. Die Bahn 
jedes Punktes ist hierbei die Aufeinanderfolge von Elementen ver- 
schiedener Schraubenlinien. 

120. Die stetige Bewegung eines Körpers um einen 
festen Punkt kann man durch Betrachtungen wie in Nro. 115 anf 
das Rollen eines Kegels der mit dem Körper fest verbunden ist, auf 
einem zweiten nnbeweglichen zurückführen. Die Spitze der beiden 
Kegel ist der feste Punkt; die jeweilige Berührungslinie beider Ke- 
gelflächen die augenblickliche. Drehaxe. 

12L Die stetige Bewegung eiaes Körpers kann man in 
zweierlei Weise betrachten. 

Jede elementare Bewegung- eines Körpers kann> man zerlegen 
in Translation gleich der Bewegung eines Punktes und in Drehung 
um diesen Punkt. Hieraus ergibt sich, dass man die Bewegung 
eines Körpers -betrachten kann als das Bollen eines mit deml^örper 
fest verbundenen Kegels ac^f einem zweiten, wobei beide Kegel zn*- 
gleich eine gemeinschaftliche Translation haben. 

Betrachtet man dagegen die momentane Axe der Drehung und 
Verschiebung, so kommt man zu dem Rollen und Verschieben nach 
der Drehaxe einer mit dem Körper fest verbundenen windschiefen 
Fläche auf einer zweiten unbeweglichen, welclie der Orf.der augen- 
blicklichen Drehaxen ist. 

Zasammensetzang^ äer Bewegungen. 

122.. Wie jede Bewegung eines. Punktes kann man auch die 
BewegiuQg eines Körpers ans zwei oder mehreren andern «osammen- 
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gesetzt denken. Zwei Ttanslatioaen geben für jeden Punkt dieselbe 
parallele . Yerschiebang, setzen sich also zu einer Translation zn- 
sammen. 

123. Ein Körper habe zugleich eine Translation nnd eine Ro- 
tation um eine zn der ersten rechtwinklichen Aze. Ist ,diese 
Axe, ^o ziehe man eine Linie OM rechtwinklich anf die Axe and 
die Richtung der Translation. In M wird sich ein Punkt M fin- 
den, welcher vermöge der Rotation dieselbe, aber entgegengesetzte 
Geschwindigkeit hat, welche der Translation zukommt. Vermöge 
Translation tind Rotation ist M in Ruhe ; es ist also die durch M zu 
parallel gezogene Gerade' die augenblickliche Drehale. Die 
Drehgeschwindigkeit aber nrass so gross* sein, dass durch sie die Axe 
O die Translationsgeschwindigkeit erhält. Die Drehung um M 
mnss daher mit derselben Geschwindigkeit erfolgen , wie die um 0. 
Beide Bewegungen Translation und Drehung um lassen sich da- 
her durch eine Drehung um Si mit der früheren Drehgeschwindig- 
keit ersetzen. , 

Geschieht die Rotation nicht Qm eine Axe , die znr Transla- 
tion normal ist, so kann man die Translation zerlegen normal und' 
parallel zur Rotatiönsaxe, man. erhält dann durch Zusammen- 
setzung der ersten mit der Rotation eine gleichschnelle Rotation um ' 
eine dejr gegebenen Axe parallele, und ausserdem eine Translation 
parallel dieser Axe, also eine schraubenförmige Bewegung um 
diese Axe. 

124. Zwei gleich gerichtete Rotationen um iswei pa- 
rallele Axen geben eine, Rotation in derselben Richtung um eine' 
dritte zu der.eirstjBn parallele Axe. Ist <o die Winkelgeschwindig- ' 
keit um die erste Axe A ; % die Winkelgeschwindigkeit um die 
zweite Axe B und r die Entfernung beider Axen, so gebt die Dreh^ 
axe, um welche sich. der Jfcörper dreht,. durch r in der Entfernung 

•■'..«-. ' • • . 

h — j 



von A weg, un,d die resültirende Winkelgeschwindigkeit ist 

Sind die Bat^tiöpei^ entgegengesetzt gerichtet, «0 und^ 
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w^ die beiden Winkelgeschwindigkeiten nnd r die Entfemao'g bei- 
der Axen,. so erhält man wieder als resnltirend eine Rotation am 
eine Axe, welche den beiden gegebenen parallel ist, mit der Winkel- 
geschwindigkeit 

flu —^ l»! , 

wobei die Aj^e von A weg in der Entfernung 

'flu — a>i 

liegt Diese Drehung erfolgt in der Richtung wie <», wenn co — ca^ 
positiv ist, andernfalls wie ai^ mit der Geschwindigkeit ai^ --reo. 
Man sieht, dass man dieses Resultat in dem ersten elithalten erhält, 
wenn man die Winkelgeschwindigkeiten in gleicher Richtung als 
positiv, die in der entgegengesetzten aber ftU negativ in Rech- 
nung zieht. 

3ind die beiden Winkelgeschwindigkeiten entgegengesetzt aber 
gleich gross, so ist das Resultat der Zusammensetzung eine Trans- 
lation mit der Geschwindigkeit 

rfln 
wenn w die eine jener ^Winkelgeschwindigkeiten und r die Entfer- 
nung der Axen ist. 

125. Zusammensetzung der Drehungen um sich 
sphneidende Axen. Dreht sich ein Körper um eine Axe n mit 
der Winkelge'schwindigkeit 'a> , so ist die Geschwindigkeit eines 
Punktes, welcher von n um d wegliegt 

* d(o. ' . • 

^ Nimmt' man nun drei auf einander rechtwinkliqhe Cooj:<dinaten- 
axen Ox, Oy, Oz an, deren Ursprung in n liegt uiid 'för welche n in 
: der Ebene x, y liegt, und sind x, y, z die Coordinaten des betrach- 
teten Puhktes, ist m die Projection von 9 auf die x, y Ebene; so 
kann man zuerst die Geschwindigkeit d co zei^legen parallel z und 
rechtwinklich darauf; diese Compouenten sind 

— 9 a>€QS (9, m) und 9 (o sin (9, m). 
Die letzte gibt nach x uild y zerlegt die Seitenge^cbwindig- 
keiten 

.' 9 €0 sin (9, m) sin (n, x) und -^ 9 o» sin (9/m) cos (n, x). 
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Nun ist aber • -^ 

z = 9s}n(9,in), ' . 

m = d'Cbs (d, m) = x sin (d, x) — y cos (il, x). 

DreLt man um die x Axe mit der Geschwindigkeit «^os (n,x),' so 

ergeben sieb daraus fiir den Pankt dessen Coordinaten x, 7, z sind, die 

Seitengescbwindigkeiten' 

nach X, y, Zi . 

0; — z«cos(n,x); . 4-yaicos(n,x); 

und eine Drehnng nm die y Axe mit der. Winkelgeschwindigkeit 
(0 cos (n, y) = caain (n, x) gibt die.Sejiengeschwindigkeit^n 
.z«»sin(n^x); 0; — xca&in{n,x). . 
Durch diese beiden Drehangen erhält man für- die SBitengesehwin* 
digkeiten tiach 

X, *. ' '; y,' z, '. ' ' . *. \ 

z 00 sin (n, x) ; — z « cos (n, x) ; y o) cos (n, x) — x « sin (n, x), 
welche r^lt den oben gegebenen Werthen von z nnd von^m über- 
gehen in 

9<»sin(9,m)8iu(n,x); — 9i»sin(9,ni)cos(ij,x) und jiach i?/ 
in ^9(»c<:rß(9,m), \ \ ■ 

das heisst in die Seitengeschwindigkeiten , welche der Drehnng uin 
n angehören, oder die Drehangen um die, x und y Axe mit den 
"Winkelgeschwindigkeiten «cos (n,x} und «cos (n, y) geben dem 
Punkte bei X, y, z dieselbe Geschwindigkeit, welche er durph die 
Drehupg.um n e]:h'äH, nnd da die Drehungen' um x und y hierbei 
ganz unabhängig von x, y, z sind, so wird auch jeder andere Punkt 
durch .diese Drehangen dieselbe Geschwindigkeit erhalten, wie durch 
die Drehung um n mit der Geschwindigkeit «. Man kann daher 
eine Drehung um n mit der Winkelgeschwindigkeit « ersetzen durch 
zwei andere um Axen, welche unter sich rechtwinklich und in der- 
selben Ebene mit n liegen; die Winkelgeschwindigkeiten, mit. wel- 
chen man um di^sp Axen drehen muss, findet man, wenn man die 
Winkelgeschwindigkeit w auf die Richtung der Axe n aufträgt, und 
diese Länge dann auf die beiden Axen x uod y projicirt. * Die Pro- 
jectionen sind die Winkelgeschwindigkeiten uni diei^e Axen. 

Man muss hierbei eine bestimmte Richtung der.Dr&hung als 

Holtzmann, theoret. Ueehanik. 9 
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die positive annehmen. Wir denken uns in die Axe, $o dass wir 
nach dem Körper hinsehen , dann nehmen wir* die Drehung rechts, 
also in der Riohtung, in welcher wir den Zeiger einer Uhr umlaufen 
sehen , als p9sitiv an. Man kann sich bei jeder Drehmig eines 
Körpers dahin ^estejit denken, dass sich der Körper, rechts dreht, 
wonacii also auch . nur diese eine Drehung in Betracht genommen 
werden könnte. BMiält man hei obiger Goostruction' eine negative 
Projectiori, so heisst diesi?, der .Körper droht sich um. diese Axe 
links, oder um die Verlängerung dieser Axe reiihts. 

126. Zwei Drehungen um sich schief schneidende Axen kann 
xiian zusammeas.etzen ; indem man die eine zuerst in eine Drehung 
niu)H ^jßr zyi^iten Axe ^nd« rechtwidklich darauf «verlegt. Dk beiden 
Drehungen nach derselben Axe geben eine einzige, mit einer Winkel- 
geschwindigkeit gleich der Sulqme der Winkelgeschwindigkeiten 
der einzelnen Drehungen. Man erhäR auf die^e Weise als resul- 
tirende Drehung die , wdche sich durch- folgende Constructiori er- 
gibt. Man trägt auf die beiden gegeben eb Dr^ihaxen die zu ihnen 
gehörenden Winkelgeschwindigkeiten, uhd beschreibt über diesen 
eirt Parallelogramm. t)1e Diagonale dieses Paratltelograinrns gibt 
die Drehaxe durch ihre Lage und die resultirende Winkelgeschwin- 
digkeit dur^h ihre^ Läoge ah. .V , •. 

1 27. Hat maü drei unter sich rechtwinkliche, sichi schneidende 
Äsen, und 'Drehungen um diese zusammenzusetzen, sp kann maj) 
diess, wie oben zuerst, für zwei Drehungen ihun, und diese dann 
mit der drftten z^usammepsetzen. Man erhält so folgende Con- 
struction. Man trage ,auf jede der Axen die zu ihr gehörige 
Winkelgeschwindigkeit, beschreibe üher diesen ein Para^llelepiped 
und zi6he die Diagonale dieses ParaHelepipeds aus dem Schnitt- 
punkte der drei, Axen. Diese gibt die Axe an, um welche sich der 

* Körper dreht ,, und ihre Länge ist die Winkelgeschwindigkeii dieser 
Drehung. 

Sind (0^) <tt 9 w^ die dreiSeitenwinkelgescHwindigkeiten, so ist 
die resultirende Winkelgeschwindigkeit , _ 

und die Riishlung n der DrefiaxH gegeben durch • 
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Cd » w^ 

cos (d,x) = — ; cos (d, y) = .-^i ; cos (n, z) =: — (22) 

O) Q) 00 

Um die so bestimi&te Drehaxe erfolgt die Drehung rechts. 

Durch dieselbe Gonstruction kann man eine gegebene Drebang 
um eine Axe in drei aufeinander rechtwinkliche Drehungen zer- 
legen. ^ ^ 

Die Drehung der Erde erfolgt um die-Ecdaxe, und zwar um die 
▼om Mittelpunkt zum Spdpole gehende Axe rechts. Für einen Ort 
auf der nfirdlichen Erdhälfte, deinen Polhöhe ß ist, zerlegt sieb diese 
Drehung in eine um die Vertieale des Orts gleich — wsmß, wenü 
m die Winkelgeschwindigkeit der Erddrehung ist, und in eine durch 
den Schnittpunkt der Verticalen mit der Erdäxe gegen Sfide& 
gehende Horizontale mit der Winkelgeschwindigkeit + wcoBfi. 
Um die Vertieale drehen sich daher die ftn der Erdoberfläche ruhen- 
den Gegenstände links , während sie sich zugleich nln die oben be- 
stimmte Horizontale rechts drehen*. 

12@. Sollen zWei. Drehungen mn Azen, die nicht in einer 
Ebene liegen, zusammengesetzt werden, so zerlegt man die eine in 
eine Drehung um eine zu. ihrer Axe parallele, welche die andere Axe 
durchschneidet, und in eine TraasUtion , welche auf der Ebene der 
beiden parallelen Axen^rechtwinklich steht. Setzt man die beiden 
Rotationen um die sich schneidenden Axen. zusammen, so bat man 
eine Drehung und eine auf der Drehungsaxe nicht rechtwinkliche 
Translation, welches nach (Kro.123) eine schraubenförmige Be- 
wegung gibt. ... 

129. Die allgemeinste Bewegung eines Körpers lässt sich auf- 
lösen in eine Aufeinanderfolge von unendlich kleinen schraubenför- 
migen Bewegungen; eine solche besteht aus einer TrjEioalation fnd 
einer Drehung um die Richtung der Translation. Die Translation 
lässt sich zerlegen in Translationen nach drei aufeinander recbt- 
winkli(;hen Richtungen Ox, Oy, Oz, und ebenso die Drehung in 
drei Drehungen, um diese Axen. . Ist w die Tranalationsgescbwiii- 
digkeit und w die Drebgeschwindigkeit um die aogenblicfkliche *Aze 
der Verselxiebung ubd Drehung, so gibt die erste die Translationen 
nach den di^ei Goordinatenaxen 
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wco8(a>,x); wcoß((»,y); wco8(ai,z). 
Die Drehnng gibt ebenso drei Winkelgescbwindigkeiten 

CO co^ (oj, x) ; o) cos (w, y) ; « cos («, z) 
für drei zn den. CoordinatenaseD parallele Axen, welche ßich in 
einem, Punkte der augenblicklichen Axe der Verschiebong and ' 
Drehung durchschneiden. Diese Drehungen kann man ersetzen durch 
Drehungen mit gleicher Winkelgeschwindigkeit un^ die CoordiQStten- 
axen nnd durch Translationen, welche auf der Ebene der beiden 
betreffenden Axen rechtwinklich sind. Sind x , y , s« die Coi>rdinar 
ten eines Punktes der augenblicklichen Axe der Verschiebung und 
Djpehung, so erhält man die Translationen nach, den drei Coordioa- 
tenaxen, welche durch die Verlegung der Drehaxen in diese be- 
dingt aind 

för die x Axe y « cos (öj, z)'—^ z iö cos (co, y)\^ * 

„ „ y „ Z(iocos(co,x) — xa)Cos(co,z), 
„ „ z „ x«coß((o,y) T-y(ocos(ai,x). 

Setzt* man diese Translationen mit den von w herr&lirendea 
zusammen» so ^erhält man somit drei Translationen nach den drei 
Goordinatenaxen und drei Drehungen um diese , welche sechs Be- 
wegungen , wenn die Lage der augenblicklichen Axe der Drehung 
nnd Verschiebung, wie auch die Drehungsgeschwindigkeit um sie 
und die Translation längs ihr ganz willkürlich bleiben sollen*, alß 
von einander ganz unabhängig betrachtet werden müssen. 

Man wird also jede Bewegung eines Körpers zurückführen kön- 
nen auf drei veränderliche Translationen nach drei Goordinatenaxen 
und uof drei veränderliche Drehungen um diese. 

Die relative Bewegnng eines Punktes und das 
relative Gleichgewicht. 

130. Bei der Betrachtung der Bewegung eines Körpers ist 
num sehr ott in der Lage', diese auf. ein bewegtes Goordinaten- 
system zn beziehen, oder die Bewegung des. ersten relativ gegen 
dieses zu betrachten. So beziehen wir bei allen Bewegungen an 
dervErdoberfläche diese gemeiniglich aof Coordinaten/die an der 
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Bewegung der Erde Theil nehmen. Wenn. wir z. B. oben die Be- 
wegung eines fallenden odeir geworfenen sebweren Körpers unter- 
sucht haben, nnd diese dabei anf verticale nnd horizontale Coor<fi-» 
naten bezogen haben, so war dabei vorausgesetzt, .die Erde habe 
keine Bewegung und das gewählte Goordinatensystem sei ein unbe<^ 
wegtes. Diess ist aber in der That nicht der Fall ,' die Beweguxig 
ist bezogen auf ein bewegtes Goordinatensystem , und man hat dort 
nur die relative Bewegung gegen dieses Goordinatensystem 1)e- 
trachtet, dabei aber die Sätze über die absolute Bewegung unmit- 
telbar angewendet War das ein richtiges Verfahren, oder werden 
durch die Beweglichkeit des GoordinateHsystems Aenderungen in 
den bisher gebrauchten Formeln nothwendig, um^^die relative Be- 
wegung gegen ein solches. Goordinatensystem zu^erhulten? Diese 
Frage soll hier untersucht werden. 

131. Die allgemeinste Bewegung^ welche das Goordinaten- 
system haben kann , gegen welches die rel^ive Bewegung unter- 
SDcLt werden soll, -ist die allgemeinste Bewegupg eines festen Kör- 
pers, welche nach (Nro. 129) immer auf eine veränderliche Trans- 
lation und eine veränderliche Dr^hang zurückgefähtt werden 
kann. Wir betrachten zuerst die Translation Üirsich, und 
stellen uns die, Aufgabe, die relative Bewegung einer Masse m 
gegen ^in mit sich parallel fertbewegtes Goordinatensystem anzu- 
geben. ' . ' 

Hierzu se^jen die Axen des beweglichen Coordinaten&ystems 
Ox, Oy, Oz; die Coordinäten der bewegten Masse zur Zeit t gleich 
X, y, z. .. • ".'.'. 

Die Bewegung des Goordinatensystems selbst sei bezogen auf 
drei zu ihm parallele , aber unbewegliche Goordinatenaxen , und ge- • 
geben durch die Goordinaten des Ursprungs gleich a, b, c zur 
Zeit t, während die Coordinaten der Masse ra zu dieser Zeit x', y'^ z' 
heissen Isollen^ Damit bat man . ' 

-x''=a-4-x; y^=tb-l-y; z' = cH-z, 

und die Beschleunigungen fdr die ab§oluteii Bewegungen . 

dV__d>a d'x d^y^_d^b d^, d'z^._^d>c d^z 
dt*""dV"^dt'' dt^7dt'"^dt*^ dt^"'.dt^Tdt^-^ 
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Aus dieiseo BeschleüntgoDgen findet man dieCoxQponetiten der 
bewegenden Kraft nach den betreffenden Richtungen dorch Miriti- 
plicatiön mit der. bewegten Masee. Bezeichnet man die-Compo- 
nenten der bewegenden Kraft nach den Richtungen x, y , z mit 
P , P y P^ , so erhält man hiernach 

d^x „ d'a d'y ^ d'b 

Ist die Bewegung eine unfreie, 80>hat maa die Effectivkraft förP 
zu' setzen. Diese Gleichungen sagen, man fiüdetdie relativen Be* 
sefaleunigung^n und damit auch die relativen Bewegungen, wenn 
man zu der bewegenden Kraft P eine zweite Kraft bringt, welche 
der Masse m. die entgegengesetzte Bewegung des Ursprungs des 
hewegliohen Coordinatensystems ertheilte ; oder welche der Masse 
m und dem'Axensystem die entgegengesetzte Bewegung von der 
erthjßilt, welche da^ Axensystem schon hat. Durch beide würde 
däs'Axensystem zur Ruhe gebracht, und also die relative Bewegung 
in eine absolute verwandelt. 

Soll die Masse m in relativer Ruhe gegen das Axensystem 
sein, oder eine gleichförmige, geradlinige Bewegung gegen dasselbe 
haben , so muss 

\ ^ d'i ^ d'b ^' d'c \ 

^x-^^dT-^^^^^dp-'^^'^^^d? 

sein.. Die ELraft P, welche erfordert wird, um die relative Ruhe 
herzustellen, nenn&ioh die Führungskraft für dieses Axensystem 
and damit, lässt sich der obige Satz so aussprechen ; . 

. Um die relative Bewegung zu erhalten^^muss man zu 
der bewegenden Kraft die entgegenge^atat^ 'Ftthrnugs- 
kraft des Axensystems an der bewegten Masse an- 
bringen. 

132. Aufgabe a. Eiqe horizontale Platte sinkt mit der Be- 
schleunigung ,f Vertical abwärts';.. auf ihr liegt .6ine schwere Masse 
m; welclies ist der Druck dieser Masse auf ^le Platte^ 

Die Masse ist relativ gegen die Platte in Ruhe. Auf si6 wirikt 
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ihr Gewicht m g und der vertical aufwärts gehende. Gegendruck der 
Platte, N* Damit erhält man 

= mg — N — mf, 

woraus det Druck / 

N = «i(g — f). 

Bewegt sich di^ Platte gleichförmig, so ist f = üad der Druck auf 
die Platte dem ganzen Gewichte der Masse m gleich.. Bei einer 
Beschleonignng ist der Druck der Masse auf die Platte uro so 
kleiner, je grösser die Beschleunigung ist; für f=^g e^rteid^t . die 
Platte keinen Druck. Ist die Beschleunignng iiegativ, d. h. nimiftt 
die Geschwindigkeit der Platte vertical abwärts ab, so wird .der 
Druck der Masse m grösser als sein eigenes Gewicht. 

Aufgabe b. Zwei Massen m und m^ ziehen sich gegenseitig 

mit einer Kraft mm^ ./^ an, wo/^ eine Funktion der gegenseitigen 

Entfernung ist; die Bewegung der Masse m^ xelativ gegen m zu 

bestimmen. 

Nimmt mau in der einen Masse m den Ursprung der Coordi- 

naten x, y, z,. und sind zur Zeit t die Coordinaten von tut gleich 

j[, y,z, 80 hat man . - 

d'x /. X d'a 

"^^dT^=~'"^^-^'-7'^"*dt^' 

d'a ' 

wo J--2 die absolute Beschleunigung des Ursprungs der Coordina-r 
u t» 

ten , also der Masse m in der Richtung von x ist* Aus der auf m 

wirkenden Kraft erhält man aber unmittelbar 

d'a . , X 

„,_^mni,/,.-. 

Wird daraus die Beschleunigung des Ursprungs der Coordina- 
ten in die obige Gleichung substituirt, so erhält man 

Die relative Beschleunigung ist dieselbe, als ob an der Stelle 
der bewegten Masse- m die Masse m + m^ und die Bewegung eine 
absolute wäre, d. h.die Masse m 4- nj| und der Anfang der Coor- 
dinaten .ruhen würden. ' . 
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Die relativ^ Bewegnng ist eine ceDtral'e und es gelten füt Ae 
die in Nro. 75 und 7^ aufgestellten Gesetze der CeDtralbewegang. ' 

133. Dreht' Mch das Alensystem, auf welches man die Bewe^ 
gnng bezieht, mjt der Winkelgeschwindigkeit w^ am die z Axe, &o 
kann man zuerst die Bewegung wieder auf ein unbewegtes Axen- 
System Ox^, Oy^ ulid Oz' beziehen, dessen Ursprung und z Axe mit 
d^m bewegten Systeme, zusammenfällt. Zerlegt man danä für freie 
Bewegung die beweg^njde Kraft oder für nicht freie die Effectivkraft 
E nach z, nach dem auf z rechtwinklichen , also io der EbenQ x, y. 
oder xS y' Kef enden Vector r undüormal zu beiden nachn, so hat 
man nach Nro. 68 

d'z 
Ecos(E,z) — mvTj, * . 

Cl 1/ 



■ E cos (E, r) = m Q^ — rw„ »^ , 



wo unter «»^ die Winkelgeschwindigkeit der bewegten Masse gegen 
das ruhende Axensystem verstanden ist. 

Ist w die relative Winkelgeschwindigkeit gegen das bewegte 
Axensystem , so hat man 

i ' . o)y =.cb-4-w • ^ • • 

und daraus 

-d'r 



und 



E qos (E, r) = m (^ - r ((iö -h w) ') 

Eeos(E,n)=.m(2|^(a>4.w)-hr^(^ 

Hieraus findet man die. Gleichungen für die relative Bewegung 

m( j-j — röiM = Ecos(E,r) + m{rw^4-2rw(io), 

Vdt J (24) 

Hultiplicitt man die letzte Gleicl^ung mit r , so lässt sie sich auch 
sehreibep 
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m— 5^ - E rcos (E, n) -m-jp- . 

Die linken Seiten dieser Gleichungen sind die Effectivkräfte nach 
dem Vector r und rechtwinklicb darauf, nebst dem statischen Mo- 
mente der Effectivkraft für die Äxe z, wie sie dia relative fiewegong 
erforderte, wenn das Axensystem unbewegt wäre; E^ und E^ sind 
die in der Thait vorhandenen Effectivkräfte, und die übrigen Glieder 
rechts enthalten die entgegengesetzten Führutig^kräfte. wekhe 
man zu E^ und E^ zusetzen muss, um die Effectivkräfte der relati- 
ven Bewegung , d. h. die Producte aus der Masse in die relativen 
Beschleunigungen zu erhalten. Mao sieht, dass man von den 
Effectivkräften der retativen Bewegung ;[U denen der absoluten 
kommt, wenn mai^ in jenen üo + w für ca ^etzt 

Bewegt sich die Masse geradlinig und gleichfi^rmig,.so erfor- 
dert eine solche absolute Bewegung keine bewegende Kraft; die 
Fuhmugskräfte werden daher die sein, welche bei der relativen 
gleichförmigen und geradlinigen Bewegung nothwendig sind, um 
die hierbei stattfindende absolute Bewegung in geben. 

134. Die beiden Führungskräfte m.2ra)W und — m.2'-r- w 

kann man zu einer einzigen zusammensetzen ,> welche rechtwinkiieb 
auf der Protection der relativen Oeschwiddigkeit v auf die x^j 
Ebene steht, und welcheh 

m.2vsin(v,z).w 
ist, wo vsin{v,z) eben jene Projection ist > 
Bezeichnet man diese Kraft mit F, so muss 

Fcos (F, r) = m. 2 r 0) w 

und T^ /T-i \ «dr 

, Fcos(F,n)=-- m.ZTTW 

* i • dt* . 

sein, woraus sich ' - ' 

F = m.2wV/'«'V(5^)' 

gibt, was gleich 

..., . m..2wv.sin(v,z) 

ist. 



y 
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Bezeichnet man diese Protection V8iü(v, z) dorch v', %o bat 
man 

C08(F,r)= — p = — =:co8(v',n) 

„dr dr 

und /ü \ dt dt / i V 

C08.(F, d) = = - — = - cos (y', r) , 

K V . • 

woraus 4er Winkel /'^ ,^ n 
(F.vO = y 

i^ich ergibt, oder die Kraft F steht rechtwinklich auf der Geschwin- 
digkeit y' tind also auch rechtwinklich auf v, 

üeber die Richtung der Kraft F belehren die Coinponenten von 
F. Man sieht, dass (F,r) ein spitzer Winkel sein mnss , wenn or 
und w dasselbe Zeichen haben, andernfalls ein stumpfer; oder auch 

F,n wird ein stumpfer Winkel, wenn w und — dasselbe Zeichen 

'Qu 

habin, andernfalls ein spitzer ; es wirkt also diese Kraft deo^ w ent- 

.gegen, wenn die Entferonng r wäehst; nähert sich dagegen der 

Körper der Axe, so liegt F auf der Söite von ,r, auf welcher w liegte 

1^5. tjm also die relative Bewegung gegen ein sich drehendes 
Axeiisystem zu bestinutten , hat man zu der bewegenden Kraft und 
zu dem etwa voriiandenen Widerstände der Bahn hibznzuseteen: 

a) Die Centrifagalkraft mrw' in der Riebtung des Teetors r. 

'd w • 

b) Die Kraft mr — , weiche der Masse m die entgegenge- 

setzte Winkelbeßchieunigung des Axensystems gibt Sie liegt nor- 
mal z\k dem Vector r und der angenommenen Drehung'srichtuog 
entgegen. 

c) Die Kraft;2mwysiii (v,z) rechtwinklich auf die Projektion 
der Geschwindigkeit v in der zur Drehaxe normalen fib^n^. Die 
Seite, nach welcher diese Kraft anzubringen ist j erkennt pan ge- 
wöhnlich vom einfachsten ans ihrer Cöroponente nach depi Vector, 
welche / - * . ' . 

.2mr«w 
ist. -. .'■.'• 

Diese Kraft pennt man zutveilea die zusaniniengesetzteCeutri- 

fugalkraft. . ^ - .• ' 
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Aa9 der Ablekoag in Uro. 133 geht hervor, dase diese Sttee 
auch dann noch gelten, wenn sich das Axensystem nur momentan 
um eine Axe dreht. ^ ' . ' , 

136. Findet neb6n der Drehung des Axensystems zugleich 
Translation desselben ont den Seitengeschwindigkeiten 
da db de' 
dt' dt' dt 
nach den ^ichtmigen x', y^, z' statt, so findet man, dass man zu 
den. entgegengesetzten Fühmngskräften der Drehung noch > die in 
Nro. 13) bestimmten der Translation 

d^a d*b ^ d'c 

~™d?' ""^dP' """dT^ 
nach den Riehtangen x', yVz' zusetzen müsse, ui|i die Effectiv- 
kräfte der relativen Bewegung zu erhaltdn. 

137. Nachdem die entgegebgesetzten Ffihrungskräfte zuge- 
setzt sind, erhält man die relative Bewegung als eine absolute, und 
es gelten also dann alle Sätze über die absolute Bewegung auch 
liier. . Der Satz Tön d^r Arbeit wird ' ' ' 

Jmv^— Jmvo^= /Ecos(E,ds)d8 

So 

wo v und v^ die relativen Geschwindigkeiten und E die Effectivkraft 
der relativen Bewegung ist, und das Integral rechts di^ Arbeit die- 
ser Effectivkraft auf dem relativen Wege von s^ ^tud s. 

Die Arbeit einer Kraft ist die Summe der Arbeiten ihrer Com- 
ponenten. 

Diese sind für die Effectivkraft die bewegende Kraft, der etwa 
vorhandene AVid^rstand der Bahn, und endlich die entgegengesetz- 
ten Flibrungiikräi'te der Translation und der Drehung des Goosdina- 
tensysten;is. 

Die Arbeit der entgegengesetzten Fnhrungskraft der Transla- 
tion sei Ä. • »^ ^ ... 

Die Arbeit der Zentrifugalkraft ist 



. m/rw^dr, 
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wa» flir den Fall einer gleiebfbrinigen Drehang des Axensystems in 

imw»(r*~ro*) 
übergeht, wenn die bewegte Masse von der Entfernung r^ bis r von 
der Drohiixe aich entfernt. ... 

Die Arbelt der «weiten in Nro.'185 aofgefdbrten Kc&fte ist 

/' dw .. 

r-rdy; 

sie wird fi^r das gleichförmig sich drehende Azensystem gleich I^ull. 

]>ie dritte der Führnngskräfte der Drehung 'endlich gibt keine 
Arbeit, da sii stets rechtwinklich auf der Bahn des bewegten Kör- 
pers liegt. * 

Damit bat man • 

s r 

fmv' — iniTo^== /*Pcos(P,'ds)ds4-a-+-m /w*rdr — 

■o ro • '■• ' 

■ ■ , -m/r'^dy, (25) 

• . .. 9o • • 

und für den Fall der gleichförmigen Drehung des. Axensystems 
* 
imv*--imvo*= /Pcos(P,ds)ds^-a-himw'(r'--ro?). 

. In diesen Formeln ist ein etwa vorhandener tangentialer Wi- 
derständ der Bahn unter P niit begriffen; der normale Widerstand 
gibt keine Arbeit. 

Ist bei glefchförmiger Drehung des Axensystems keine bewe- 
gende Kraft und kein tangentialer Widerstand vprhauden^ so ist 
\ ^ .v^-v/-wHr'-ro'). .. 

* 1-38. Relatives GleicTigewicht? findet statt, Wftnn die Ef- 
fectivkraft der relativen Bewegung Null wird. Daau ist erforderlich, 
diass mit den bisher gebrauchten Bezeiehungen 

d ' a * " d w 

E, = P, — m TT-, -*- H^rw'cös (r,x) — mr-rr cos (ä,x) 4- 
■ clt dt ' 

-4- m . 2 r w cö cos (r,,x) -^ m . r — w cos (p^x) == 0. . (26) 
ist und di^eselben Gleichungen für die y und z Axe gelten. 
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Soll relative Rahe statt finden, so ist co und — gleich Nun 
nnd die beiden letzten Glieder verschwinden. 



' Aufgaben Über die relative Bewegung^ 

a. Eme Rotationifläcbe dreht siöh gleichförmig mit der Winkelge» 

flchwindigkeit w um ihre vertical stehende Aze; auf ihrer hohlen. 

naehi ^b^i gekehrten Seite liegt eine schwere Masfte m; wo mnis 

öiesß Kasse liegen, damit sie.in relativer Buhe gegen die . 

Botationsfläoh^e bleibt. 

139* Nimmt man die Axe der Fache als die nsi6k oben gebende 
Axe der z, und nennt man t den Vector des 'Meridians. dfsr Fläche, 
so hat man för die Richtung z als Bedingung der Rnhe, wenn N der 
normale Widerstand der Bahn ist. 

Q = -mg-hN ^^^^ , . , . 

. Vdr^ + dz' 

md ffir die Richtung r oder x 

0= — N-===5=- + mrw •. f 

. VdP-f-dz' 

Setet man den Winkel, w.elchen das Element* der Meridiancorve 
bei %, r tatt der Axe der z bildet gleich q>f so sind diese Glei- 
chungen • . 
iQg = Nsin5p und'mrw'==.Ncds<]p,. und : . 

man erhält für die Lage von m ' ' 

' •. g ' ■ • ^ 

tan cp = -^ . 
^ xw' 

and den Druck, auf die Bahn 

• ; -. N=ml^g' + r'w*. 
■ ■ ' • ■ ... 

b. Ple Schwerkraft an der Erdoberfläche. ; 

140. Die Erde dreht sich in einem Stefntage um ihre Axe; 
'Wir dr^en uns mit ihr und beziehen desshälb meistens die Bewe*^ 
gangen an der Erdoberfläqbä , namentlich deü Fall der Körper auf 
ein Axens^stem , das fest, mit der Erde verbunden ist, und deren 
Drehung von Westen nadi Osten'', mitmacht. Die Schwerkraft ist 
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die Dffectivkraft bei d^r relativen Bewegung eines faUeüden Korpers 
' gegen diese)» mit der Erde festverbundene Axen^ystem ; die bewe^ 
gende Kraft ist die. Anziehungskraft der Erde. 

Die Drehung der Erde erfolgt, in 86164 Secunden mittlerer 
Zeit; darj(uu (^hftH man di^ Wiiikelgesohwindigkeit .dieser Drehung 
für eine solche Secunde 

Wir nehmen nun die Äxe der Erde als die z Äxe, welcl^e wir, 
damit die Drehung eine Rechts.drehung wird» gegen den Südpol hin 
nehmen'; darch den Körper, der in . relativer Ruhe sein soll , gebe 
die Ebene der X, z. Die Aniiehong der Erde, Von welcher hier 
zugenommen wird, sie iiejge in der Ebene x,.i5, zerlögen wir nach 
^ niidz und bezeichnen die Componenten mit 

. . mA^ und m A^. 

Für die relative Ruhe hat man dann 
• — N^+mA^ 
' ^ ; = K^.-HmA^-hmxw*, 

wo N. der Widerstand ist, welchen map dem SLö'rper entgegensetzen 
mass» um ihn in relativer Buhe zu erhalten. Dieser^Wider^^nd ist 
gleich dem eAtgeg^ng^setzten Gewichte des .Körpers, mg, seine 
Richtung ist der relativen Bahn eines frei fallenden schweren Kör- 
pers an diesior Stelle,' der Yerticalern direct entgegengesetzt Ist 
nun TT — /? der Winkel dieser Verticalen mit der ilLxe der x, vfo ß 
die Polhöhe an der Stelle x, z ist, so ist ' 

N^=— mgsin/? und K^==mgcos/!?. 

D^t werden obige Gleichungen 

A^ :=^ H- gsin/? und A^ == ~ gcOsjS — .xw^. 
Die Bichtung der Anziehung der Erde findet man daniit 
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wird,^cnid «lae für grössere PoIliflhdQ iM>efa kleiner vird, so. kann 
man setzen . , 

Un (A,x) = — tan/jfl — ^^^A 

und ' ' ' 

• 1 
tan(A« x) = tan (tt — /S — Ä) = tan(?r — /J) — '- — ^ i , woraus 

cosp 

; »_ xw'sinjS 

g. ^ 1 • 

wird. 

Eis fällt also die Richtung der Anziehungskraft -der Erde sehr 
nahe mit dar Bicbtang der Sehwerkraft'zusaminen, die Abweiohong 
gellt ftttf der Mordbälfte der Erde gegen Norden, auf der Sttdfaftifte 
gegen Südens Da z fär einen Punkt der Erdoberfläche nahe gleich 
reos^ ist, tro r die ^Entfernung dieses Punktes vom Erdpiittelpunkt 
ist, so hat man . , . 

": ' \ . • '^ • 2g • ^ • 

^as am grOssten wird för j8=45^ und dort ungefähr der Bogen. «u 
6 Miauten wird* 

Die Grösse. der Anziehungskraft der Erde setbst^ndet man 
A = A^cos (A, x) + A^ sin(A, x) * ' ' 

— —.(g cos/? 4- XV*) cos (n — ß^S) 4-gsini?sin {n --.ß—ß) 
=cgcosi-f;Xw'cos,(|3-+- J), ^ t 

oder wenn man, .wie- oben die höheren Potenzen voil i$. gegen t weg- 
lässt Uipd im zweiten (xlied^ noch 9in/?^ gegep cosjS ... 

. A=:g.-+-XW*C08/^. 

Die Schwerkraft g für die Masseneinheit erscheint hier als die 
Resul&ende ans. der An;riehungskraft der Erde und der Centri- 
fugalkraft xw\ ynelche der Umdrehung der Erde zukommt. An den 
Polen f^llt g mit A zusammen, weil doft x gleiclt Null wird; am 
kleinsten wird g am Aequator, wo x und cos j9 die grdssten 
Wertbe haben, und zugleich A wegen der Gestalt der Erde am 
kleinsten wird. 
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c, Pia Bewegung sohwenv KOzper m 4hr Btdobteflioiie. 

141. NiiAint ma^ die Coordinatenaxen uod die Bezeicfannngen 
der vorhergehenden Numibet an, ao hat man, wenn z, y, z die Coor- 
dinaten der bewegte» ^asae ta zur Zeit t sind, wo ; gegen Osten 
gemessen sein soll, 

d^x dv 

m :r-f = m A .-h F + m'x w* -h 2 m-^ w , 

dt * * dt 

m ^ = m Ay -4- Ny -+■ my w' — 2m^ w. 

Die jswm lietzten .Glieder in den^b^iden ersten Gldehnngen sind die 
Componenten der Kraft f 

2mwv8i5(F^z) = 2mwv* 
(Nro. 135),. welche rechtwinklich auf v nnd. der Drehaxe steht, 
nach X and y , wie man sich leioht überzeugt« w^na man )>edeDkt, 

-das's ' . • ^y ' -jj^j 

v' cos (v', 3C) = .--^ ' und v' cos (v', y) := ~ -j^ 

'Ut .*., ut* 

ist.' "■' '•"• - ' ' ...•■.•■.. 

Setzt tnan nun voraus , die Schwerkraft behalte' an allen 'Or- 
ten der. hier belrachtetea ' relativen Bewegung ' merklich dieselbe 
Lage gegen das Coordinatensystemi, und nimmt man iiberdiess die 
Schwere als constant für die ganze Ausdehnung dieset Bewegung 
an , so hat man. nach der vorher gehenden Nummer' 

A^ == g.sin/5; A^ = und A^ :== — gcoi?/?— x w^ 
wobei aber noch yo»' eh'enfalts Null gesets^ Werden muss,' indem 
seine Beibehaltung die Yeränderlichkett der Grösse und Richtung 
der Schwere an den verschiedenen Stellen de^ Bahn' bedinge würde. 

Mit diesen Werthen werden obige Gleichungen ^ . 

' ♦ <i'x . xt' « dt . • • 

m ^= — mgcos/5 -i- N^ -h 2m — ^ w ^ 

. . ""dP^^^-^^^cTt^.' ... • . . 

■ • ' • d?z- ' ■ - 

m— j = mgsmi?-f N, . 
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Beziehen wir nun die Bewegung der grösseren Anschaulichkeit 
wegen auf ein ebenfalls mit der Erde fest verbundenes, aber verti- 
cales und horizontales Axensystem. Als Ursprung der Goordina- 
ten nehmen wir einen Punkt der Erdaxe, die z' vertical aufwärts, 
j! gegen Süden, während die y wie bisher bleiben. Man hat damit 

x' = X sin /? -4- z cos^ und z'' =xco&ß — z sin j3 , 
woraus man mit - 

N^sin^-4-N^co8/? = N^, und 

N^cos/? — N^8in/? = N^, 

die Oleichungen erhält 

d'x' dv 

m^=N, -h2mw-^^sin/?, (a) 

d*e' dy 

in'T-j= — mg + N^ + 2mw ^<508/J . (b) 

uad d*y ^ _ rix' • -, , di' • .l . , 

Diese drei Gleichungen bestimmen die Bewegung eines schw,e* 
ren Körpers an der Erdoberfläche, die relative Bewegung geg^n 
Süden , die Verticale und gegen Osten. 

d. Bewegi^ig eines schweren Körpers auf einer Hozizontalebene. 

. 142k Setzt man ,in den vorhergehenden Gleichungen z' con« 
stant, setzt man voraus, die Horizontalebene leiste keinen tangen- 
tialen Widerstand gegen die Bewegung , so werden die Gleichungen 
(a) und (c) der vorhergehenden Nummer 

d*x' dy dH ^ dx' 

5j4=2wsini5^; ^ = -2wsin/9^- 
dt* ^ dt dt* • dt 

Beide geben durch Integration 

dx' . dv ' 

-Y-^2wfiinß.j'h&; tt= — 2wsin/9.x' -f- b, 
dt ' cit 

wo a und b die Integrätionsconstanten sind. Substituirt man den 

dy 
erhaltenen Werth von ^ in die erste der betrachteten Gleichun- 

dt 
gen , so wird diese 

^'=:-4w*siniJ*.x'4-2wsin/?.b, 
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wovon das allgemeine Integral, wenn man 
2w6in/? = k setzt, 

x' = AcQskt + Bsin kt'-f- -p 

k * 

ist. Damit gibt dann die obige- Gleichung 

a 

y = — Asinkt + Bcoskt — ,t-* 

Zur Bestimmung der konstanten sei der AusgangSt)unkt der 
x' und 7 dort genommen, wo sich der Körper zur Zeit Null befindet 
Diess gibt 

A = -^undB = -^ 
k k 

und damit , b /^ i x\ . * • i * 

x' = T-(l — coskt)-H-j-'*^°'^^» ' 

y' = ^sinkt — YO—^öskt). (d) 

Das Quadrat der Geschwindigkeit wird 

(7r)'-(©"— ■ ; («> 

constant. a und b sind die anfanglichen Geschwindigkeiten in den 
Richtungen von x' und y. 

Setzt man , . b ^ a 

x'- Y= = ^ und y +Y=yt> 

80 wird b , ^ • a . , ^ 

Xj = — — cosktH- —srnkt 

b a 

yi = -j- sin k t -4- -r- ^^'^ '^ ^ » ^^ ™*°^ ^'^^äl^ 

die Bahn des Körpers ist daher ein Kreis , dessen Mittelpunkt bei 
* . . , b , a . 



Va'-hb* 
liegt, und dessen Radius — — ist Die Zeit, in welcher die- 
ser Kröis durchlaufen wird, ist 
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27t 2 TP 86164 



k . 2wsiQ/? 2siD^ 



mittlere Secünden , 



oder ein Sterntag dtvidirt durch den doppelten Sinns der Polhöhe. 

I>ie Abweichung von der anfanglichen Richtung geht immer 
für den Beschauer, welcher dem Körper nachsieht zur Rechten, ist 
aber begreiflich sehr klein für die ersten Secunden , da sie nur der 
Sinus versus des beschriebenen Bogens ist 

Den Druck auf die Horizontal^bene findet man 
N^, =:mg — 2mwbcos/9H-2mx'w*8in2/9, 
oder also anfä^nglich 

N^, =mg — 2mwbcos/? 
und natürlich für einen ruhenden Körper 
N^, 3=mg. 

e. Der Fall eines schweren Körpers ohne relative Anfangs- 
geschwindigkeit 
143. Ist N der Widerstand der Luft, so liegt cliejser iitimer der 
Aichtung der Bewegung entgegen, und ist eine Function der relativen 
Geschwindigkeit, , da die Luft an der Rotation der Erde Theil 
nimmt. Da ein Körper, welcher von der relativen Ruhe ausgeht, 
sehr nahe in der durch seinen Ausgangspunkt gehenden Yerticalen 
bleiben muss, so werden die Gomponenten von N nach horizontalen 
Richtungen sehr klein werden. Wir vernachlässigen diese beiden 
Gomponenten. Damit gibt die Gleichung (c Nro.141) 

dv 

T7 = — 2 w [x' sin /9 -4- z' cos /?) 4- Const . 

Q L 

Setzt man für den Ausgangspunkt deö Falls 

dy 

dt 
so wird dy 



^ = 0; x' = 0; z' = h, 



='2w[(h — zOcos/? — x'sin/?], 
dt 

wofür man, weil x' sehr klein gegen die verticale Fallhöhe (h — z') 

ist, setzen kann 

^^2w(h^zOcos/?. (g) 

Diese östliche Geschwindigkeit Ist der doppelte Ueberschuss 

10» 
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der absoiaten östlichen Geschwindigkeil, welche eia in der Hohe 
h liegender, mit der Erde ve)rbundener Körper hat, über die östliche 
Geschwindigkeit des in der Höhe z' liegenden. . 

Yernachlädsigt man den Laftwiderstand , so gibt die Glei- 
chung (b) 

d^z' 

-jr^ = — g + 4w*(h — z')co8/9* . 

Setzt man hier in dem letzten Gliede, als Einern wegen der f'actors 
w^ sehr kleinen, den jedenfalls nahe richtigen Werth 

h-z' = igt', 
so erh&t man 

dz^ 

dt 

wozn keine Gonstante komtnt , da die Greschwindigkeit ffir t = 
selbst Null werden soll. Daraas wird 

h-z' = Jgt»-Jgwn*co8/9». . (h) 

wo die Gonstante so bestimmt ist, dasa z' = h wird für t = 0. Die 
Fallhöhe wird also etwas kleiner, als diess bei ruhender Erde und 
demselben g der Fall wäre. ' 

Lässt man das sehr kleine Glied mit dem Factor w' weg, so 
gibt die Gleichung (g) 



^=-gt^-|.gwH»cos/?^ 



dy 
--i=gwcos/?.t% 



dt 
woraus die östliche Abweichung 



y = Jg,wcos/?.t' = |wcosj8.h' 

sich ergibt, in welcher h'. die Fallhöhe h — z' ist 
Für die südliche Abweichung findet man 



V^ (k) 






woraus dx' « '.' 

"°^ x' = Jw»g,8in/Jcos/?t* = Jw»^8m2/J . 0) 

sich ergibt. Maa sieht, dass x' ein Kleines höherer Ordnung als 
diä -östliche Abweichung ; i^t. 
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Will man den Widerstand der Luft berücksichtigen , so Jumn 
man nach der, Formel am ^nde der Angabe c in Nro. 67, pag. 33 



"=*«4'-r.(¥)"] 



setzt 



setzen, wenn man voraussetzt, der fallende Körper sei sehr dicht, 
und hinreichend gross, um a gross gegen gt zu geben. Damit wird 
ans (g) 

Nun ist . 1 gV 6,, , 4 1 ■. . 

gt' — — -^ = xh + -r-.-s-gt , oder wenn man 

4 , ä '0 O ^ 

y = Jwco3/?[^h,-h|h']^. (m) 

Zur Berechnung dieses Werthes von y muss die Fallzeit t und die 
Fallhöhe h' beobachtet sein. Bei den Versuchen von Reich in 
Freiberg war die Fallhöhe h^= 168^6407, die Fallzeit 360,69 
Tertien; die Poihöhe /? = 50^53' 2^',8l; die aus der Fallzeit be- 
rechnete Fallhöhe im leeren Räume h^ = 177", 1372. Damit er- 
gibt sich die östliche Abweichung 

. y = 0,003058 Meter oder 30,58 Millimeter; 
die Formel (k), welche den Luftwiderstand nicht berücksichtigt, 
gibt dagegen die östliche Abweichung 

27,64 Millimeter, 
während das Mittel aus allen Beobachtungen 28,3 Millimeter war. 

Die südliche Abweichung wird nach obigen Formeln nur 
0,004 Millimeter und erklärt daher die beobachtete , übrigens un- 
sichere Abweichung von 4,4 Millimeter nicht. 

f. Das Foucault'sche Pendel. 

144. Diess ist das einfache Pendel betrachtet mit Rücksicht 
auf die Umdrehung der Erde. Lässt man die Axe der z' durch den 
Aufhängepunkt das .Pendels gehen , beachtet man den Loftwider- 
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stand nicht, so Ist N in d^. Formehl der (Nrö. 141) der Ztig d^s 

Fadens, welcher durch den Anfhängepunkt des Pendels geht, dessen 

Coordinaten * . 

z' = h, y = undx'=0 

sind. Ist I die Länge des Pendels,. so ist 

woniit die Gleichungen sl, b, c in Nro. 141 werden 
d^x' x" dy 



m 



^=-J^I.-2mw[_sin/?H.— cos/?J, 



in-rTT= — mg4-N — ; h 2mw-77COS-^. 

dt' 1 dt 

Die Behandlung kann hier dieselbe sein, wie beim conischen 
Pendel (Nro. 99). Wir betrachten nur die Bewegung in der Hori- 
zontaiprojection, und diese nur, wenn das Pendel sich nur sehr 
wenig von der Verticalen entfernt 

Eliminirt man N zwischen den beiden ersten Gleichungen, so 
«rhält man . . 

.dz' 
Bei sehn kleinen Schwingiingen um die Verticale ist — sehr klein 

dx' dy ' 

gegen -I— und —; vernachlässigt man das erste gegen diese, so 

Q Ir- Qu ( 

läsist sich die Gleicbnng integriren ; man findet 

X' ^ - y ^' = - w (x' + y ') sin/S + Const 
, dt dt 

Setzt man hier ' " _ 

x' = rcos5p nndy' = rsin9, 

so wird die obige Gleichung / ' 

r^^= -^.wr^siniJ + Const. 
.dt 

Nimmt iban nun an » das Pendel 6ei dadurch in Bewegung gesetzt 
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wordea, dass es in der Ruhelage einen Stoss erb jilten habe, so hat 
man, weil hier r = o ist, die GonstantQ gleich Null nnd also 

-j2 = -ws,n/?. 

d. h. die Yerticalebene, in welcher sich das Pendel befindet, dreht 
sich gleichförmig mit der Ge&chwiDdigkeit wsin^ der Bewegung der 
Erde entgegen, d. h. von Ost durch Süd nach We^t. 

Diess ist die bekannte Erscheinnng; sie erklärt sich anschan«- 
lieh dadurch, dä6s die Verticale durch den Aufhängepuokt an der 
Drehung der Erd^ Theil nimmt, und diese Drehung wird das ruh^ndb 
Pendel auch haben ; zugleich dreht sich aber die Erde um * diese 
Axe mit der Winkelgeschwindigkeit wsin/?(Nro. 127). Wird das 
Pendel durch einen Stoss in Bewegung gesetzt, so wird die Schwln- 
gaogsebene gegen diese letzte Drehung unbeweglich sein, und da- 
her ihr entgegen mit gleicher Geschwindigkeit i^ich ~ zu drehen 
scheinen. 

^immt man an, für r = ri sei -^ = 0), so wird 
* r^-r^— — r'wsin/? + r4'(a)^ wsin/9). 

u t 



Setzt man nun 


9 = 


= 9l -^ 92 ^^^ 


so wird 




^ = ^(<» + vrsin/J> 



Diese letzte Gleichung gibt die elliptische Bewegung des coni- 
schen Pendels, bei der die grosse Axe immer dieselbe bleibt, wenn 
die Schwingungsweite unendlich klein ist. Die Ebene aber, in der 
diese grosse Axe liegt, geht mit der Geschwindigkeit w sin /? der. 
Drehung der Erde entgegen gleichförmig fort. Ist die Schwingungs- 
weite des Pendels nicht unendlich klein, so schreitet die grosse Axe 
der Bahn nach der Seite, nach der w geht, fort, und dieses Fort- 
schreiten wird sich daher bei einem conisch schwingenden Pendel 
mit der Dr^^hung der Schwingungsebene wsin/? combiniren, und so 
diese Drehung schneller oder langsamer erscheinen lassen, je 
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nachdem (0 der Drebung. der Erde entgegen, oder mit diesem gleich 
gerichtet ist. . 

145. Aas der Translation der ^rde um die Sonne ergibt 
sich eine weitere Fübrangskraft, welche bei den an der Erdober- 
fläche stattfindenden Bewegungen nach entgegengesetzter Richtung 
anzubringen ist, um* die Bewegungen yelativ gegen mit der Erde 
fest verbundene Axen zu erhalten. Setzt man statt der wenig ex- 
centrischen Bahn , welche die Erde um die Sonne durchläuft, einen 
Kceis vom Halbmesser a, nennt man tv^ die Winkelgeschwindigkeit, 
mit welcher, diess geschieht, so hat man die Beschleunigung des 
Erditoittelpooktes in der Richtung von a gleich 

' — aWj ' 
und zu den entgegengesetzten Führungskräften bat man dahefr 
noch für die Masse m die 

mawj* ( 

zuzusetzen. . ^ 

Beachtet man diese Grösse, so hat. man auch jdie Anziehuilgs- 
kraft der Sonne auf diese Masse m zu beachten, und diese wird, 
wenn a^ die Entfernung Hier Masse von der Spnne ist » nach dem 
Grravitationsgegetze 

« S iTi 

- ; • '^' 

wo feine für ialle gravitirenden Massen constante Grösse ist, S die 
Masse. der Sonne« Ist noch T die Masse der Erde, so hat man 

f-r = Taw,», 

a 

woraus fS = a'w4* ' 

und also die Anziehung der Sonne auf diß M^sse m 



Wegen der Translation nin die Sonne und wegen der Anziehung der 
Sonne hat man daher die Kräfte 

ni a ys\ und j^ — 

a * * 

zu den übrigeii bewegenden und Führungskräften zuzusetzen; die 
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erste liegt in der Verlängerung von a, die letzrte dem a' entgegen» 
VernacUässigt man den sehr kleinen Winkel aa', so bleibt in der 
Verlängerung von a die Kraft 



«>w.»a(l-^,). 



Diese Kraft wicd Null för'a = a^ was der Fall ist, wenn ftir den 
Ort der Masse m die Sonne im Horizonte steht; bei Tage ista' < a 
und also die Kraft in der Richtung gegen die Sonne liegend, Nachts 
dagegen von dieser abgewendet. Man sieht aber, dass diese Kraft 
immer nur sehr nnbedeutend ist, theils wegei^ des Factors w^^, 
theils weil a und a' immer sehr nahe gleich sind. In der Ebbe und 
Flnth hat man übrigens gleich wohl eine sehr merkliche Wirkung 
dieser Kraft, wobei aber die hier nicht beachtete Anziehungskraft des 
Mondes bedeutender hervortritt, als die der Sonne. 
'■ • 

DrehüD^ eines starren Körpers um eine Axe. 
Gleichgewicht der Kräfte hierbei. 

146. Zwei Kräfte, welche gleich gross aber entgegengesetzt 
sind, deren Richtungen in eine gerade Linie fallen, und welche beide 
an demselben starren Körper wirken , bringen an diesem keine Be'-: 
wegung hervor, 

H?. Daraus folgt, dass eine Kraft P, welche auf einen star- 
ren Körper wirkt, in jedem Punkte ihrer Richtungslinie, welcher 
mit dem Angriffspunkte der Kraft starr verbutden ist, angebracht 
werden kann, ohne. die stattfindende Bewegung o.der die Ruhe des 
Körpers zu stören. Ist A der Angriffspunkt der Kraft P und B ein 
zweiter mit äem ersten starr verbundener Punkt des Körpers, wel-» 
c*her in der Richtungslinie von P liegt; bringt man in diesem zwei 
gleich grosse Kräfte P^ and P, nach entgegengesetzten Richtungen, 
aber beide in der Ricbtungslinie von P an , eo heben sich diese ge«- 
genseitig auf, und -die Bewegung wird durch diese beiden Kräfte P4 
und P, nicht gestört. Liegt von diesen P^ in der Richtung von P 
undPj dem entgegen, so sind auch P und P, im Gleichgewichte; 
auch diese beiden Kräfte stören zusammen, die Bewegui^g nicht, und 
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köonen daher auck. weggelassen, werden. Dann bleibt aber nur 
noch P| am Punkte B übrig, und dieses hat daher denselben Ein- 
fluss auf die Bewegung wie P in A; wodurch der obige Sat^ be- 
wiesen ist. 

148. Sind zwei Punkte des starren Körpers A und B unbe- 
weglich festgehalten, so dass dieser sich nur um die Axe AB 
drehen kann, so bringt eine Kraft, ^welche derDrehaxe AB parallel 
gebt, keine Drehung hervot und ändert ebensowenig eine bestehende 
Drehung ab. 

Man darf also ohne die Bewegung oder die Ruhe des Körpers 
2U stören, zu den vorhandenen Kräften eine der Drehaze parallele 
Kraft zusetzen, oder wenn eine solche vorhanden ist, diese weg- 
la'ssen. 

149. Hierdurch hat man das Mittel, die Angriffspunkte aller 
Kräfte, welche' an einem um eine unbewegliche Axe drehbaren, star- 
ren Körper wirken, in eine Ebene zu verlegen , die rechtwinklich 
'auf der DrehaxjB steht. Sind nämlich die Kräfte schief gegen die 
Axe gerichtet, so schneidet jede eine solche Ebene, und man kann 
die Kräfte in diesen Schnittpunkten anbringen l wenn nur diese 
Ebene normal zur Drehaxe mit dem «tarren Körper starr verbunden 
^gedacht wird. Liegen dagegen mehrere Kräfte in parallelen zur 
Drehaxe rechtwinklichen Ebenen, so kann man zu jeder Von ihnen 
eine sie schneidende und zujr Drehaxe parallele Kraft zusetzen, 
ebne dadurch die Bewegung abwandern. Setzt man diese Kraft 
mit der von ihr geschnittenen zusammen , so wird die Resultirende 
schief gegen die Axe stehen, und damit ihr Angriffspunkt in eine 
beliebige, zur Drehaxe normale Ebene verlegt werden können. Zer- 
legt m'an dann wieder alle Kräfte in solche., die zur Drehaxe parallel 
gehen und in reöhtwinklicbe darauf, so haben die ersten keinen Ein- 
fluss auf Drehung und können daher weggelassen werden. Dann hat 
man es nur noch mit Kräften zu thun, welche alle in einer zur Dreh- 
axe rechtwinklichen Ebenö Hegen. 

150. Ich betra<?hte zuerst zwei solche Kräfte P und Q in einer 
Ebene rechtwinklich zur Djebaxe, welche sich scheiden. Denkt 
man den Schnittpunkt fest mit der Drehaxe verbanden, so kann 
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man die Knfte in fiesem Punkte anbringen and dann nach Nro. 21 zn 
einer Resnltirenden zosammensetzen. Geht diese durch die Dreh- 
axe, so bringen die beiden Kräfte keine Umdrehnng hervor, oder 
ändern diese nicht ab, sondern drücken nnr die Axe in ihre Lager. 
Diese Kräfte sind an diesem Körper im Gleichgewichte. Geht da- 
gegen die Resnltirende oicht durch die Drehaxe, so wird sie Drehong 
hervorbringen oder die bestehende Drehung abändern. 

Sind a und ß die Winkel, welche die Resnltirende R mit den 
beiden Kräften P und Q bildet, so hat man aus dem Kräfteparalle- 
logramm 

Psina=^Qsin/?. 

Geht die Resnltirende durch die Drehaxe und sind p und q die Ent- 
fernungen der Richtungslinien der Kräfte von der Drehaxe, so hat man 

p _ sina , 

q ^^ sin/9 

und also Pp = Qq 

• » 

als die Bedingung des Gleichgewichtes. 

Man nennt die lE^ntferiinng der Richtung einer Kraft von einer 
Drehaxe. den Hebelarm der Kraft, und rierint das Product aus 
einer Kraft in ihren Hebelarm das statische Moment oder auch 
das Drehmoment der Kraft für diese Axe. 

Die obige Bedingung des Gleichgewichtes lässt sich damit so 
aussprechen: Kräfte sind an einem Körper, der eine feste 
Axe hat, im Gleichgewichte, wenn sie um diese Axe nach 
entgegengesetzten Seiten zu drehen streben, und ihre 
statischen Momente gleich grosssind, 

161. Nimmt man das Drehmoment positiv oder negativ, je 
nachdem die Kraft um die Drehaxe nach der einen oder nach der 
andern Seite zu drehen sucht, so kann man den letzten Satz auch so 
aussprechen: Kräfte sind an einem Körper, der eine feste 
Axe hat, im.Gleichgewichte, wenn die Summe ihrer stati- 
schen Momente für diese Axe gleich Null ist. 

152. Das statische Moment der Resnltirenden zweier 
Kräfte P und R ist gleich der Summe der statischen Mo- 
meifte der beiden Kräfte. 
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Verbindet man den Schnittpunkt der.Krftfte mit dem Fass- 
pnnkte der Drehaxe, nennt man a, /?, /. die Winkel r «welchen diese 
Yerbindongslinie mit den Kräften Q« P, K bildet, so hat man 
R = Q.cos(y — a) -+• Pcos(/? — y) 
= Q sin (y — a) — P sin (/? - y). 
Maltiplicirt . man die erste dieser Gleichangen mit sin y , und die 
zweite mit cos y und zieht die zweite von der ersten ab , so er- 
hält man 

. Rsiny = Qsina + Psin/?. 

Sind nun r, q, p 

die Hebelarme der l^räfte, so hat man > 

r==:9siny; q = 9sina; p=.9sin/?,. 

\ro 3 der Abstand des Schnittpunktes der Kräfte von der iVxe ist. 
Damit geht obige Gleichung über in 

Rr=:Qq + Ppi (27) 

welches eben den obigen Satz enthält. 

153. Die Winkel a, /?, y wird man hierbei von der. Linie d 
weg nach einer wiljkührlich gewählten Seite hin messen. Die 
Dreliung einer Kraft, z. B. von Q, geht dann nach derselben Seite 
hin , so lange a zwischen und n liegt ; für n geht Q durch die 
Drehaxe, ihr Moment wird Null, weil ihr Hebelarm. wird. Wird 
dagegen a>7r, so wird oben Qsina negativ, und man hat daher 
jetzt das Moment Qq negativ zu nahmen. Die^e Kraft Q dreht nach 
der andern Seite der Drehaxe als die oben positiv angenommenen 
Momente. Daher die schon oben ausgesprochene ßegel allge- 
mein: Drehmomente haben gleiche Zeichen, wenn ihre 
Drehungsrichtungen dicBelben sind; sind diese entge- 
gengesetzt, so haben die Drehmoment'e veTschiedene 
Zeichen. 

154. Mit Hilfe des obigen Satzes lassen sich zwei ^Krätle 
durch eine ersetzen : fährt man bei mehreren Kräften so fort , dass 

« man immer zu der Resultireuden noch eiöe weitere Kraft nimmt, so 
erhält man das statische Moment -der Resnltirenden. gleich der 
Summe .der Drehmomente aller einzelnen Kräfte, diese mit der ge- 
hörigen Berücksichtigung ihrer Zeicheuv genommen. f ' 
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Ist die Summe aller statischen Momente gleich Null , so sind 
entweder die Kräfte selbst im Gleichgewichte, oder die Resaltirende 
hat den Hebelarm Null,' sie geht durch die Drehaxe; in beiden 
Fällen bringen die Kräfte keine Drehung hervor* Kräfte sind 
also an einem KOrper mit einer, festen Axe im Gleichge- 
wichte, wenn die Summe ihrer Drehmomente, für diese 
gleich NuU ist. ^ • 

155. Einer besondern Betrachtung müssen noch parallele 
Kräfte unterworfen werden; ich setze bei ihnen voraus, i^e seien 
alle, wie diess oben angegeben ist mit ihrßn Angriffspuncten in 
eine 2ur Axe rechtwinkliche Ebene gebracht, und dort, parallel. zur. 
Axe und nach dieser Ebene zerlegt; nur die letzten Gomponenten 
haben Einfluss auf Drehung, und es sollen desshalb auch nur die^e 
Gomponenten betrachtet werden. 

Man kann hierzu unmittelbar von den in (Nro. 152) gebrauch?^ 
teu Bezeichnungen und den dortigen Gleichungen ausgehen , wenn 
man ß= a "werden lässt; es wird 

R = Q cos (y — a) 4- P cos (a — y) 
= Q sin (y — a) — P sin (« — y), 
woraus man R = (Q + P)cos(y — a) 

und aus der zweiten Gleichung 

= (Q4-P)öin(y~a), oder sin(y — «) = 0, also 

y=a und R = P + Q ; 
erhält. . » 

Die Resultirende ist daher hier der Summe der bei- 
deo Gomponenten gleich und* geht mit ihnen parallel; 
ihre Lage findet nian aus dem Satze, dass ihr Drehver- 
mögen, ihr statisches Mofiient in Beziehung zu einer be- 
liebigen, auf der Ebene der Kräfte rechtwinklichen Axe 
die Summe der statischen Momente der Gomponenten 
sein muss. 

156. Ist, P parallel mit Q» aber diesem entgegengea^tzt, se 
hat man in den Fonneln (Nro. 162) ß =n + a zu setzen, wodurch 
diese werden : 

R=i= Qco8(y — «)-+• Pco8(7r 4-« — y) = (Q -^P>co8(y-tt), 
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und ([. . 

= Q8iD(y-«)-f-P8raCa~y) = (Q-P)ßin(y-«),, 

woraus 

, siD (y — a) = und cos (y — <r) = ± 1 folgt. 
Da K positiv seiu müss, so hat man von den b^den letzten Zeichen 
das obere zu 'wählen, oder y = a 2u setzen, wenn 

Q>P; 
istdagege^ Q<P, 

so muss coB (y —-«) = — 1 genommen werden , also 

y = 7r-|-a. 

Die flesultirende ist daher den beiden Kräften pa- 
rallel, und hat die Richtung der grösseren Kraft und ist 
der Differenz der Kräfte gleich. ' 

Um diesen Fall mit dem vorhergehenden zusammenfassen zu 
können, nimmt man bei parallelen Kräften, die mit entgegengesetz- 
ter Richtung mit entgegengesetzten Zeichen, und hat dann die Re- 
sultirende gleich der algebraischen Summe der Compo- 
nenten; sie liegt in der Richtung der positiven Kräfte, 
wenn diese Summe positiv wird, andernfalls in der Rich- 
tung der als negativ bezeichneten Gomponenten. 

157. Man sieht leicht, dass man diese .Sätze auf beliebig 
viele parallele Kräfte ausdehnen darf^ wenn man zuerst zwei 2asam' 
mensetzt, die Resultirende dieser mit der dritten u. s. f. 

. 158. Sind zwei parallele gleich grosse.^ aber entgegengesetzte 
Kräfte vorhanden , so erhält man das Moment derselben gleich dem 
Producte aus einer der Kräfte in ihre gegenseitige Entfernung. Die 
Resultirende wird nach der obigen f'ormel gleich Null. Eine solche 
Verbindung von zwei gleichen parallelen, aber entgegengesetzten 
Kräften gibt daher zwar .Veranlassung zu einer Drehiing ; sie lässt sich 
aber .nicht durch eine Resultirende ersetzen. Man nennt zwei gleiche 
parallele und entgegengesetzte Kräfte, welche an einem festen Kör- 
per wiii:en ein Kräft'epaar, ein Gegenpaar von Kräften. Das 
staüsohe Mom^t desselben, sein -Drehvermögen ist onabhängig 
von seiner Lage gegen die Drehaze ; man kann daher ein Kräfte- 
paar in einer Ebene durch Jedes «andere ersetzen, für weldh^is das 
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Product ans der einen Kraft in 'die Entfernung beider Kräfte die- 
selbe Zahl gibt, wie bei dem ersten. 

1Ö9. Für eine Kraft P, welche mit der Axe z den Winkel 
P,2 bildet, hat die Componente parallel der Axe 

Pcos(P,z) 
kein Drehvennögen. Das. ganze Drehvermögen von P ist daher 
das der zweiten Colnponenten von P 

Psin(P,z). 
Den Hebelarm dieser letzten Kraft findet man, wenn man durch P 
eine Ebene parallel za z iegt, in welcher die beiden oben bezeichncr- 
ten Componenten liegen, nnd die Entfernung der Axe z von dieser 
Ebene nimmt; sie sei 9. Das Drehvermögön der Kraft P um die 
Axe 2 ist damit 

P9sinP,z 

und diess nennt tnan dessbaib auch das statische Moment der Kraft 
P für die Axe z. 

Man sieht, dass es ganz gleichgültig bei der Bestimmung die- 
ses statischen Momentes ist, wo man den Angriffspunkt von P in 
seiner Richtungslinie nimmt.. Bist, w;ie man sieht, der kürzeste 
Abstand der beiden Linien P und z. 

' Damit lässt sich nun der Satz in (Nro. 154) so aussprechen: 
Kräftd an einem stalrren Körper mit einer festen Axe sind 
im Gleichgewichte, wenn (Jie Summe ihrer statischen Mo- 
mente für diese Axe gleich Null ist. 

Drehung eines starren Körpers um eine feste 
Axe^ Djnamik. 

160. Bei der Bewegung mehrerer vereinigten Massen, die so 
verbunden sind, da$s die Bewegung der einen Masse die Bewe^ 
güng der andern bedingt , wie diess z. B. bei den Massen , welche 
zu einem festen Körper vereinigt- sind, der Fall ist, wird die Be- 
wegung jeder einzelnen Masse nicht mehr die sein , welche diese 
Masse unter dem Einflüsse der auf sie wirkenden äusseren Kraft, 
wie z. B. der Schwerkraft, anninount; es wird vielmehr diese Masse 
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die andere mitDehmen mOsseo, oder von diesen mitgenomipeii wer- 
den, und so ihre Bewegung eine andere werden. Dieses Mitnehmen 
wird aber nnr dadurch möglich sein, dass Drücke zwischen den ein- 
zelnen Massen stattfinden. Die Drucke müssen paarweise nnd 
direct einander entgegen zwischen zwei Massentheilen m und m^ 
des Körpers stattfinden, da ohne das die vereinigten Massen m und 
m^ selbst ein Bestreben hätten , nach einer bestimmten Richtung 
fortzugehen , ohne dass eine äussere Kraft auf sie einwirkte , wsis 
dem Begriffe der Trägheit wider4)richt. 

' Ist wie hier die Vereinigung der Massen ein fester Körper, 
welcher sich um eine feste Axe dreht, so können in den Punkten, 
.in welchen die Axe festgehalten ist, von den. Lagern ebenfalls 
Drücke auf den Körper ausgehen, welche von dem Körper in gleicher 
Stärke, aber entgegengesetzter E^ichtnng, auf die* Lager zurückge- 
geben werden. 

16 L Nennt man dieDrehaxe die Axe der zi zieht man recht- 
winkiich auf diese zwei Axen, die der x und der y, welche 
man an der Drehung des Körpers Theil nehmen lässt, so dass diese 
Axen immer durch dieselben Punkte des Körpers gehen, so wird 
jeder Punkt des Körpers in Beziehung auf diese drei Axen in rela- 
tiver Ruhe sein. 

Betrau;htet man ein Element dm der Masse Kies Körpers, wel- 
ches in der Entfernung r von derDrehaxe liegt; ist <o znx Zeit t die 
Winkelgeschwindigkeit des Körpers , also auch des Aiensystems, 
welche von x nach y gehen soll; ist f^dm die etwa vorhandene 
äussere Kraft, welche das Element dm angreift, zerlegt nach x; 
ist ebenso b^dm die Gomponente der Drücke, Welche auf das Ele- 
ment dm von den' umgebenden Massentheilen ausgeübt werden, 
zerlegt nach x; so ist die Bedingung der relativen Ruhe nadh 
Nro, 138 ■ ' ' 

f^dm -h hj^dm -h rcö^cos (r, x) dm — r -I— 'cos(n,x) dm = 

„^ - (») 

fydm + hydm-hrw^cos(r,y)dnr— r— cos(n,y)dm = 0. 

Bildet man. diese Gleichungen für alle Elemente des Körpers 
und addirt alle die Gleichungen, welebe die Gomppnenten nach x 



I 
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entbalteh, und ebenso die; welche die Componenten nach y ent- 
halten, so erhält äiao in. den etsten Gliedern die Summen der 
Componenten aller äusseren Kräfte in den Richtongen x nnd y. 
Diese mögen durch P^und P^ vorgestellt sein. 

Die. Glieder h^ dm. heben sich gegenseitig auf, da jeder Druck 
doppelt,. nach entgegengesetzten Seiten vorkommt- , Nur an den 
Lagern hat man in diese Summe die Drücke auf den. festen Körper 
zu nehmen ,' nicht aber die entgegengesetzten, welche auf die Lager 
ausgejibt werden, also asf Massentbeile, die dem festen Körper 
nicht mehr angehören. Bezeichnet man die Componenten der 
Drücke ..ip den Lagern auf 'den starren Körper jnit X und T nach 
den Richtungen von x und von y, so reduciren sich die Smnmen 
aller h^dm und* aller h dm auf X und Y. 

In den Gliedern rw ' cos (r, x) d m l&sst sich cd * als Factor aus 
der Summe heraussetzen; schreibt man* dann nocli rcos(T,x)'= x, 
der Coordinate der Masse d m, so hat n»n die Summe dieser Glieder 

2r »* cos (r, x) d m = öo'ix d m = m Xq co' , 
wo Xq die Coordinate tles Schwerpunktes des Körpers ist .Bedenkt 
man, dass * ; ' 

. , rcöB(n,x) = — y 

däi * V - ' ' 

ist, und däss '-TT konstant für die zu nehmende Summe ist, so er- 
" . dt - . 

hält man^ ebenso. > 



.2r^cos(n,x)dm=:— — Jydm^;: — myoq^-' 

Damit werden die beiden ^obigen Bedingungen des' rekttiven 
Gleichgewicbtes 

.P^-f-X4^mxo»' + myo^, 

P^-4-.y-l-myo(»'--m3co^- " . " 

Bei der Wilikührliehkeit der Axen x \^xld yka^a man die^rste in der 
Ebene durch z und durch den'SchweTpunkt des Körpers nehinen, wo- 
<init yo = 0* wird,: und wenn man dann x^ mit 8^ bezeichnet 
• , - X=:-P,-m8xü% 

" ':"''' ^ :''■ \ Y=:^iV+m3^.' ' - .(28) 

. - • * . 7 dt 

Holtcmann, theoret. Mechaaik. 11 
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Eine weitere Gleichang , welche die Bewegung selbst kennen 
lehrt, erhält man in folgender Wei«e: Schccjbt man He Gleiehnn- 
gen (a) wie folgt 

f^dm + h dm-hxa)^dm4-y-j^dm = b, 

. d« ■ (*»> 

f dm-hh dm4- yw'd mi — X -T-din= 0, 

7 . ^ , ' . dt 

so Rann man o»^ eliminiren» indem man die erste dieser Gleichungen 
mit y und die zweite mit j^ maltiplicirt und beide subtrahii:t. Man 
erhält auf diese- Weise ' 

. (f^y-fyx)dm-h(h^y-hyx)dm + r^^dm = 0. 

Die beiden ersten Glieder dieser G^leiciiutig sind das negative statir 
sehe Moment der an dem Elemente dm thätigen äusseren und inneren 
Kräfte, das letzte Glied ist die Masse multiplicirt mit, d^r Winkel- 
bescbleqnigung ; diese Gleiehung ist die in Nro. 72. 13 aufgestellte. 

Bildet -man diese Gleichung für jedes der Mass^elemente des 
Körpers, und £^ddirt alle diese Gleichungen, so erhält man imi ersten 
Gliede die Summe der statischen Momente aller äusseren Kräfte, 
negativ, wenn man die Drehung vx)n x nach y als die^positive an- 
nimmt. Diese Sunmxe sei — ÄJ. , , 

Die Samm^ der zweiten Glieder wird Null ; es entspricht joäm- 
lich jedem Druck hdm an einem Elemente dm stets ein gleicher 
und entgegengesetzter.hdm an einem zweiten Elemente; da diese 
beiden in eine gerade Linie fallen, so hat man die statischen Mo- 
mentß derselbe^ gleich gross aber entgegengesetj^t; ihre Summe ist 
daher paarweise gleich Null. - - 

Die Drücke,' welche von den Lagern herführen, haben keine 
solche Gegejidrücke an dem Körper selbst; aber auch ihre stati- 
schen Momente verschwinden, da sie auf die Drehaice selbst wirken. 

JDie Summe der letzten Glieder wird 
d« /•,, 

wobei das Integral über alle Massentheile des* Körpers .axrszud«hnen 
ist. Dieses Integral, welches von. der geometrischen Vertheilung 
der Massen um die Drehaxe abhängt, nennt man jdas Trägheits^ 
inoment des Körpers. Wir bezeichnen dieses Trägheitsn^oment 
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'r'dm mitQ . 
Damit wird obigd Gleichimg 

Q^ = M. (29) 

Das Trägfaeitflinoineiit maltipli&irt mit der Winkelbe- 
schleaniga.ng ist gleich dem statischen Momente der 
äusseren Kräfte. 

Ffir das Gleichgewicht moss die BescUeunigang Null sein, 
was wieder die Bedingung gibt 

M3=0. 

1-62. Die Bestimmung des Trägheitsmomentes ist eine Auf- 
gabe, welche ffir regelmässig gestaltete homogene Körper, oder ffir 
solche, deren Dichte sich gesetjsmässig von einer Stelle zur anderen 
ändert , Sie Integralrechnung löst. 

Man findet fdr ein homogenes reehtwinkliclies Parallele- 
piped, dessei} Kanten a, b, c sind, fik eine Drehaxe, welche, dorch 
den Schwerpunkt des Parallelepipeds parallel 2ur Kante a geht, 
das^ Trägheitamomept «^ 

. Q = -^Jabc(b'-4.c»), 

wobei. 4 di^ Dichte des Parallelepipeds ist/ oder Jabc die Masse 
m desselben , womit 

Für einen, homogenen geraden Cylinder vom Halbmesset r und 
der Länge I findet man , für die Axe der Figur als Drehaze 
Q=:iJ7^1r*=^Jm^^ . 
.. Geht dieDrehaxe durch den Schwerpunkt des Gylinders recht- 
winklich auf die Drehate« so' wird das Trägheitsmoment des Qy- 
linders " . . 

Für eine homogene Kugel erhält man das Trägheitcfmoment für 
einen Durchmesser 

10 ö . 

11 ♦ 
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163. Kennt man daß Trägfaeitsmoment eines Körpers für 
eine durch deü Schwerpunkt gehende Axe^ so findet man leicht da- 
mij; das Trägheitsmoment för jede zur ersten )>arallel0 Axe. 

Legt man die Coordinatenaxen der x, y, z so , dass x die Axe 
durch den Schwerpunkt ist, för welche man das Trägheitsmoment 
bereits kennt, dass z dQrch..den Schwerpunkt des Körpers geht und 
die beiden ' parallelen Axen schneidet, endlich y auf -beiden recht- 
winklich steht; nennt man noch 3 die Entfernung des Scfane^erpunk- 
tes von der neuen Drehaxe, so hat man das Quadrat der Entfer- 
nung eines Elementes d m des Körpers von 'der Drehaxe 

(z + 9)^ + y' 
und daher das Trägheitsmoment für die neue Drehaxe 

Q=y[(z-f-9)'-hy'Jdm 

' =/(z'-fy*)dm + 2a/zdm.-f-9'/dm. 

Das erste Integral ^st das Trägheitsmoment für die durch den 
Schwerpunkt gehende Drehaxe x, welches bekannt ist und Q^ 
heis&en soll. Das zweite Integral ist Null, weil die x, y Ebene 
durch den Schwerpunkt geht; das dritte Integral endlich ist die 
ganze Masse des Körpers , welche m sein soll. Damit wird obige 
Gleichung 

Q = Q^-^-m9^ 

Das Trägheitsmoment für- eine beliebige Axe ist gleiehdem Träg- 
heitsmomente desselben Körpers fiir eine durch den Schwerpunkt 
des Körpers zur ersten parallel gelegten Axe mehr dem Prod acte 
aus der Masse des Körpers in das Quadrat der Entfernung bei- 
der Axen. 

Das Trägheitsmoment eines rechtwinklichen Parallelepipeds 
mii den Kanten a, b, c ist hiernach bei der Masse m für die Kante a 

^in(b»+c») + in^^' = liD(bV-l-c'). 

Das Trägheitsmoment eines geraden CyJinders für. eine Seite des 
Cylinders ist 

~mr'4-mr* = -r-mr^. ' 
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Das JrägheitBiBomeQt einer K«gel von. der Masse m und dem 
Halbmesser r für eine'Axe, welche in der Entfernung 8 von dem 
Mittelpunkte wegliegt «ist 

|-mr\+ma'=m(|-r* + 9'). 

Weiti^re Untersuchungen über die Trägheitsmomente enthält: der 
folgende Abschnitt. 

Die lebendige Kraft; 

-164. tstco die "Winkelgeschwindigkeit des Körpers zur Zeit t, so 
hat ein MasSenelement d,m des. Körpers,* t]a8 in der Entfernung r 
von der Drehaxe liegt,, die Geschwindigkeit 

und seine lebendige Kraft ist daher 

Die Summe der lebendigen Kräfle aller Massentheile des Körpers 
ist . 

J /r^«'d,m-J«'/rMm==iQa)V 

wobei das Integral iXber die ganze Masse des Körpers auszudehnen 
ist. Diese Summe der lebendigen Kräfte aller Massentheile des 
Körpers -nennt man die lebendige I^raft des Körpers; sie ist 
gleich dem halben Trägheitsmomente des Korpers multiplicirt mit 
dem Quadrate der Winkelgeschwindigkeit. 

Die Arbeit der^bew^enden Kräfte. 

165. Dreht sich der Körper um dy , so ist rdy der Weg des 
Elementes dm, an welchem die Kräfte Tdin, fdra, f^ dm* wirken 
(Nro. 161). Projicirt man den Weg des Angriffspunktes auf die 
Richtungen der Kräfte, so erhält man die Wege dieser Kräfte gleich 

, rdycos(n,x); rdg)Cos{n,y)? rdycos(n,z), 
oder — dy.y;. H-dy.x; 

und damit die Arbeit der an dm thätigen äusseren Kraft 
. '. ' ^dyCxfy-yfJdm,' ' ' 

oder d y inultiplicirt mit dem statischen Momente der an d ra thä- 
tigen Kraft. 
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Berechnet man in gleicher Weise die Arb^it^ aller an den 
Massentheilen des Körpers thätigen äasseren^ Kräfte, nnd ^dirt 
diese alle, so erhält man die Somnie der Arbeiten aller Süsseren 
Kraft« für die Drehung d 9 des Körpers gleich 

gleich dem statischen Momente aller dieser Kräfte multiplicirt mit 
der unendlich kleinen Drehung dy. 

I t diese Arbeit gleiph Null , ^so ist das statische Moment 
aller Kräfte gleich Null, und diese sind also im (Gleichgewichte. 

I>er 'Satz yon der Arbeit der bewegenden Kräfte. 

166. Setzt man den Winkel, welchen eine durch die Dreh- 
axe-gehende, mit dem Körper starr verbundene Ebene mit einer 
zweiten Ebene, welche ebenfalls durch die Drehaxe geht, aber 
unbeweglich ist, zur Zeit t bildet, gleich gp, so ist die Winkelge- 
schwindigkeit zur Zeit t in der Richtung , in welcher 9 gemessen 
ist; gleich 

• dy 

Tt. , 
und damit die Gleichung (29) in (Nro. 161) 

^ Multiplicirt man diese Gleichung mit -p , uiid iätegrirt dann 
nach t, so erhält mait . 

welche Gleichung sich mit den, eingeführten Bezeichnungen so aus- 
sprechen lässt: Die Zunahme der lebendigeq Kraft des dch 
d-rehenden Körpers istglei.ch der Summe der Elementar- 
arbeiten oder der Arbeit der äusseren Kräfte während 
dieser Drehung. 
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Drehniiff emea «chweren Körpen um eine homontale A^e. 

167. Ist 9 die Entferuung des Sdiwierpunktes von der Axe, 
und (p der Winkel, weichen die JRichtang d zur Zeit t mit der Ver- 
ticalen bildet, so ist die L,age des Körpers nnd folglich seine Be- 
wegung gekannt, wenn man 9; als Function von t angeben kann. 

Nennt man m die Masse des Röppers, so ist mg die bewe- 
giende Kraft und -^mgdsin9)'daa statische Moment derselben f&r 

die Drehaxe , die Winkelgeschwindigkeit -^ und damit die Glei- 
chung (29 in Nro. 161) 

Q^.= — irtgBsin^, (a) 

crd6r wenn man Q = m (k* -h 9') 

setzt, wo also mk' das Trägheitsmoment für die zur brehaxe pa- 
rallele Axe durch den Schwerpunkt ist 

d'y g9 . 

. ' 'dF = ^kN::9^'*°*'. 

Für einen einzeben schweren Punkt, welcher gezwungen ist, 
in einer Vertioalebene einen Kreis vom Halbmesser 1 zu durchlaufen, 
oder für ein einfaches Pendel von der Län^e 1 hat man in Nro. 97 
die Bewegungsgleichung- (a) . 

gefunden. Der betrachtete. schwere Körper bewegt sich ^ber wie 
ein einfaches Pendel von der Länge 1 , för welches 

, 1 = ^- _ . ;(b) 

ist. . 

Für unendlich kleine Schwingungen um die Gleichgewichts- 
lage hat man hiermit die Schwingungsdauer 

r = 7r V - = 7r V 3^ • (c) 

Die Punkte in der Entfernang l von der Drehaxe bewegen sich. 
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me einzelne Pankte , welche mit der Drehaxe verbimden sind; die 
darüber liegenden wiurden für sich allein schaeOer schwingen, die 
unteren langsamer; die ersten werden daher durch die Yerbindnng 
mit den andern verzögert, die letztern beschleunigt.. 
Der Satz über die Arbeit gibt 

wenn (rj) die Winkelgeschwindigkeit ist; wenn der Schwer- 
punkt vertical unter der Drehaxe liegt. 8.(1 — cos^) ist dann die 
Qebjmg des Schwerpunktes von dieser Lage weg bis dahin, wo' die 
Linie d den Winkel g> mit der verticalen bildet 

' -Ist die Geschwindigkeit ( -^ ) nicht zu gross, so kommt der 
Körper bei dem' Winkel y>^ , für welchen 

ist, momentan zur Ruhe, mad kehrt dann zurück, um nach der an- 
dern Seite der Verticalen durch die Drehajte zu schwingen. 
. Setzt man 

2siniyt' ftr 1— cos^i 
80 wird obige Gleichung * - 



(lf)^^2,iM„V=^ = 3..»t..Vp^. 



W 



welche man gebraucht, um aus dem Ausschlag 9)^ die Geschwindig- 
keit C-— f zu berechnen. ' - 

168. Die Gleichung (b) der. vorhergehenden Nummer zeigt, 
dass sich ein Körper uin alle Axen, welche unter sich parallel sind, 
und welche von dem Schwerpunkte gleich weit abstehen, in gleicher 
^eise dr^ht, namentlich also gleiche Schwingungsdaaer ßir alle 
diese Axen hat. . 

Beschreibt man um den Schwerpunkt emen Kreis mit dem 1 

Halbmesser - j 

• k' 

^-, rechtwinklich 'auf die Drehaxe und 
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briBgt im Umfaoge jii^seß Krdses eine Axe^n, welche der gegebe- 
nen Drehaze parallel i^t,- so wird der Körper om diese nene Axe 
sich drehen , wie ein einfaches Pendel von der Länge 




das heisst, Wie der Körper bei der früheren Aufhängung. 

Trägt man von der ersten Drefaaxe in der durch den Schwer- 
punht gehenden Rechtwinklichen auf die Ihrehaxe die Länge 1 auf, 
und bringt dort eine zweite Drehaxe, der ersten parallel an,.so sind 
die Entfernungen des Schwerpunktes von diesen Drehaxen 

9 und o" - 

und der Körper wird daher um beide Axen Schwingungen von 
gleicher Dauer machen* die Länge des entspreclf enden einfachen 
Pendels ist die Entfernung dieser beiden Ax^n. Parauf. beruht, das 
von Bohnenberger angegebene ReversionspendeL Der 
Durchschnitt dieser zweiten Axe mit der Ebene durch den Schwer- 
punkt normal zur Drehax^e heisst der Schwingungsmittel- 
punkt. 

169. Die Summe der Drücke, welche der sich drehende Kör- 
per in den .beiden festgehaltenen Punkten der Axe in der Richtung 
parallel 3 erleidet, ergeben sich ans Gleichung (28 Nro. 161) 

X= — mgcos^ — m9a)^= (e) 

'^ T^r 2 2g9 \ k^ + 39' 

^-m9(^a,, -.— -^,J--mgcosyp-p^, 



und die Summe der Drücke rechtwinklich darauf 

d(o 
dt 



__ , , ' r^ dö) • ■ • y^ 

T= H-mgsmyTf-md -TT = (0 






Die Drücke, welche das Lager erleidet, sind xliesen gleich, 
aber entgegengesetzt. * 



] 70 U* KrAfte an einem stafren KOrper. 

Liegt der Schwerpunkt verttekr unter der Dreliaze, so iftt 
9> 2;: O'and der Druck vertical abwärts auf das Lager 

nig + m9(o* = mg4-m9aiQ'/ 
der Druck horizontal in der Richtung der Bewegung 

^dw - 

Liegt dagegen der Schwerpunkt vertioal über der Drehsixe, so 
ist 9) = TT und der Druck auf das Lager vertical aufwärts 



— mg'f-m9<»':^ — myM-f-4 " a ^^ J>f-m9«< 



4 
'0 • 



Der horizontale Druck ist hier wieder gleich Null. , 

Liegt der Schwerpunkt in der Drehaxe, so sind die Dijacke 
auf die Lager unabhängig von der Bewegung« und gejben dieResal- 
tirende mg, das Gewicht des l&örpers. 

170. Wirkt auf den betrachteten Körper während einer sehr 
kurzen Zeit eine Kraft N, von welcher wir voraussetzen, dass sie 
in einer Ebene liege » welche rechtwinklich auf die Drehaxe geht, 
so wird die Gleichung (a) in (Nro. 167) . 

Q'j7j.= — -mgosiny-hNn 

WO n der Hebelarm der Kraft N ist. 

Integrirt man hier von t ^ bis t , so erhält man',' wenn man 
«0 für die Winkelgeschwindigkeit setzt- 

Qcö — Qa)o = — mg3 /fiinydt-h /Nndt. . 
.0 . ^ 

Ist der Angriff der Kraft N nach einer untnessbar kleinen Zeit 
vorbei, so kann die während dieser Zeit erfolgte Aenderung von 9 
ebenfalls nur unmessbiür klein sein, während doch, wenn N sehr 
gross ist, die Aenderung der Geschwindigkeit eine messbare sein 
kann. Die Wirkung einer solchen Kraft, welche in unmessbar 
kleiner Zeit eine messbare Aenderung^ der Geschwindigkeit her- 
vorlkingt, nennt man einen Stoss. 

. Ist t unmessbar klein , so muss auch*' 7 sfn y d t , was ' kleiner 
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als t ist« oomesabar klein sein , und kann daher weggelassen wer* 
den ; ebenso wird n sich während der Zeit t nur nnnierklich ändern, 
nnd desshalb als constant behandelt werden können. Damit wird 

die zweite Gleichung 

t ■ . ■ 

Qm — Qa>o=nfNdt. ■ < (g) 

■ . ... 

welche ubefhaopt Hlr den Stoss gilt, da die bewegende Kraft* mg 
hier nicht mehr in Betracht kommt. 

Wirkt nach der Zeit t nur noch die Schwerkraft auf den Kör« 
per, so wird von hier an die Bewegung nach der Formel (a) in 
(Nro. 167) sich berechnen lassen. Geht man hierbei davon ans, 
dass die Geschwindigkeit beim Anfangis des Stosses Null war, so 
ist a»o = ^"^ - . 



Qw^n/Ndt; 



ist femef zu dieser Zeit der Schwerpankt des Körpers in der Ver- 
ticalebene durch die Drehaxe, so gibt die Gleichung (d) der gedach- 
ten Numujer 

a> = 28in49),y p^j-^, . (h) 

wOinit man aus dem beobachteten Ausschlage die durch den Stoss 
erlangte Winkelgeschwindigkeit oder auch die Grösse des Stosses 



/« 



^Ndt 



berechnen ka;nn. 

Man gebraucht diese Formeln, um die Wirkung kutedauern- 
der electrischer Ströme auf Magnetnadeln zu berechnen, wobei statt 
der' Schwerkraft die Wirkung des Erdmagnetismus auf. die Magnet- 
nadel in Rechnung zu ziehen ist; oder bei der Bestimmung, der .Ge- 
schwindigkeit der Projectiie der Artillerie mit Hülfe des Pendels 
von Robins. Auf das letzte wollen wir hier noch etwas näher ein- 
gehen. Das genannte Pendel besteht , aus «iner sehr bedeutenden 
Masse, welche durch eine 'solid befestigte, horizontale Axe getragen 
wird.- Die Kugel^ deren Geschwindigkeit gemessen, werden soll, 
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dringt id dk .Masse des Pendels ein ; bleibt darin stecken und er- 
theilt dem Pendel die Anfangsgeschwindigkeit. Man misst den 
Ausschlag, welchen das Pendel hier dareh erlangt. 

Ist (i die Masse der kngei und v die Geschwindigkeit, mit 
welcher sie am Pendel anlangt, nennt man N den Druck, welchen 
die Kitgel auf das Pendel ausübt, und' welcher rückwärts vom Pen- 
del auf die Kugel ausgeübt wird , so gibt der Satz über den An- 
trieb für die Bewegung der Kugel 



jiAv'-Tji^v=— /Ndt, 



worin v' die Geschwindigkeit ist, welche die Kugelam Ende der 
Zeit:t^ welche vom Augenblicke des beginnenden Eindringens ge- 
zählt i«t, noch^hat. Diese muäs aber am Ende des Stusses der Ge- 
schwindigkeit der von ihr berührten Stelle des Pendels gleich sein, . 
oder mit der obigen Bezeichnung gleich n o). Man bat daher 

. ■ . t 
jiAV=:ji*ncö-l- /Ndt 

• Q. ■••• • • 

= Än(k)H 0» 

n 

n . . 

• Nach dem Stosse bildet die Kugel und das Pendel einen Kör- 
pßr ; sein Trägheitsraortient sei Q^ , so wird 

A«s beiden Gleichungen lässt 6lch y berechnen. - 

Die TrägheitsmoÄiente Q und^^ bestimmt man aus den beob- 
Äehteten-Schwingungsdauern der beiden Pendel, mit und ohne Ku- 
göl, woraus man -z, B; für die Schwingungsdauer t^ des^ zweiten 

' ^ ' '■ " ■ r ' ■ ' ' " • -■.•.■■•'. 

und. * TT 

cö = 2sinig>t . — . 

findet _ - - 
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Der Btö88. auf das Lager. 

lYl. Der Druck anf das Lagei*wÄhreiid des Stosses ist in der 
Richtung der Bewegung^ 

Gleichung (28 in Nro. 161) od^r 

Soll dieser gleich Null werden-, so muss * 

md 9 

sein ; man sieht , dass n die Entfernung des Schwingungsmittel- 
punktes von der Drehaxe ist. Dieser Punkt heisst desshalb auch 
der Mittelpunkt des Stosses. Damit, dass V gleich Null wird, ist 
aber noch keineswegs gesagt, dass auch die Drücke auf die ein- 
zelnen Zapfenlager Null werden ; diese können noch immer ein 
J^räftepaar sein (Nro. 193). . * 

Wird Y nicht gleich Null, so ist der Stoss auf die Lager in 
der Richtung .der Bewegung 

= m (o) - a)o) . ■ ^ (I) 

Ist ö> ^ «0 positiv , so wird dieser Stoss irr der Richtung der Be- 
wegung liegen, wenn k'H-9' — n 9 positiv ist, ^andernfalls der 
Richtung der" Bewegung «atgegen. Ist co — coq negativ, so ist 
diess umgekehrt. • 



Die statischen Momente der Kräfte an einem . 
starren Körper. 

172. Kennt man das statische Moment der Kräfte an einem 
starren Körper für ^ine Axe , so kann man damit das .Moitient für 
eine zur ersten parallelen Axe in folgender Weise finden. Ist z die 
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Axe, iür welche man das Moment M^ kennt» sind P^, P'x*" ^^^ 
Componentan der Krüfte parallel zu der auf z senkrechten Axe x; 
ebenso P^, P'^ ... parallel zu der y Axe, welche senkrecht anf z 
und X stehen soll; sind x, x'. . * , y, y' • . . die Coordinaten der An- 
grlflfäpunkte dieser Kräfte; sind a und b die Coordinaten der neuen 
zu z parallelen Drehaxe c: so hat maif das Moment der Kräfte ftur 
diese Axe 

M. = ^[P^(x-8>-P,(y-b)] = 
•=J(PyX-P^y)-a2P^ + b2P,. 
Das erste. Glied rechts ist das statische Moment der Kräfte für die i 
Axe; die beiden letzten Glieder sind das negative statische Moment 
aller KFäfte für die z Axe, wenn diese Kräfte parallel zu sibh mit 
ihren Angriffspunkten in die c Axe verlegt werden. Man hat also, 
um das statische Moment der Kräfte für die c Ai^e zu finden, von 
dem Momente für die ^ Axe das Moment aller Kräfte diese mit 
ihren Angriffspunkten in die c Axe Verschoben, abzuziehen, dieses 
Moinent ebenfalls für die z Axe genommen. 

173. Das statische Moment eiaer Kraft P für eine Axe n ist, 
wenn d die kürzeste Entfernung von P undn ist (Nro..l59) 
M^«=P8in(P,n).9. 
, Sind Xg und y^ die Coordinaten des Schnittpunktes von P mit 
der willkührlichen Ebene x, y, den Ursprung der Coordinaten in n 
genommen , so ist 
9 sin (P, n) = — [xo (cos (n, y) cos (P, z) — cos (n, z) cos P, y) 4- 
-I- y^ (cos (n, z) jCOs (P, x) — cos (n, x) cos P, z)] . 
Setzt man die Momente der Kraft P in Beziehung auf die Coordi- 
natenaxen x, y, z gleich M^, M^, M^, so hat. man 

M^ = Pcos(P,z).yo; M^ = — PcoB(PiZ).x^^ und 
M, = Pcos(P,y).Xo-Pcos(P,x).yo. 
Damit wird das Moment der Kraft P für die Axe n 

M^ == M^ cos (n, x) + My cos (n, y) 4- M^ cos (n, z). 
Man findet daher das Moment iür. die Drehaxe* n, wenn man 
die Momente für die Coordinatenaxen als Längen auf diese auf- 
trägt, und diese Längen aul' d projicirt und dort addirt 
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. Setzt man 

M^ =Mcos(M,x); M =Mcos(M,y); M^ = Mgo8(M,£), 

wo M nach Ricbtnng nnd Grösse durch die Diagonale des Parallele- 
pipeds über M^, M^, M^ gegeben ist, so wird 

M^ = M [cos (M, x) cos (n, x) -h cos (M, y) cos (n, y) -h 
•+- cos (M, z) cos (n, z)] = M cos (M, n). 

Es ist also das Jücment för die Axe n gleich der Projection von M 
aufn. ^ • . 

Das grösste Moment hat daher die Kraifb P f&r. die Axe M 
und dieses ist gleich M, dessen Gonstraction oben angegeben ist. 

F&r eine Axe rechtwinklich auf M wird das Mometit der Kraft 
gleich. Null ; die Axen , welche in einer durch den Ursprung der 
Coordtnaten gehenden, zu M reehtwinklichen Ebene liegen, werden 
daher entweder von der Kraft P geschnitten, oder gehen cGeser 
parallel. Die Axe des grössten Momentes för alle durch den Ur« 
Sprung der Coordinaten gehenden Axen steht daher reclitwinklich 
auf der durch diesen Ursprung und die Kraft P gehenden Ebene. 

174. Was hier för eine Kraft gezeigt wurde," kann auf eine 
beliebige Reihe von Kräften ausgedehnt werden. Die Summe der 
Momente dieser Kräfte för eine Axe n, welche durch, den Ursprung 
der Coordinaten x, y, z geht, findet man 

^ M^ = cos (n, x) 2 M^ + cos (n, y) ^ M^ -I- cos (n, z) ^ M^ . 
Bestimnit man dann M durch die Gleichungen 
5M^ = Mcos(M,x); ^My = Mcos(M,y); :?M; = Mcoß(M,^), 
so erhält man wie oben ^^ ^ 

JM^ = Mcos(M,n), (32) 

und bat M als das grösste Moment alier Kräfte, welches aus (31) 
oder, der entsprechenden Gonstruction des Parallelepipeds mit den 
Seiten J?M^, ^M^, 'SM^ erhalten wird. 

Wir nennen das durch (31) bestimmte grösste statische Mo- • 
ment för die durch den Punkt gehenden Axen das statische 
Moment um diesen. Punkt. 

Die Gleichnngen (31) und'(32) zeigen noch, das« man stati-^ 
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sobe Momente nach denselben Hegeln wie Kräfte zusammensetzen 
nad zerlegen kdnn^. 

175. Für irgend einen andern Punkt, dessen Coordinaten 
X, y, z sind, findet man die statischen Momente für die zu x, y, z 
parallelen Axen nach dem Satze m.(Nro. 172), wenn man die Summe 
der Componenten der Eiräfte nach den Richtungen x, y, z mit 
X, Y, Z bezeichnet 

MV=M^-Zy-I-Yz; M'^ = M^^Xz + Zx; 

M'.=.M.-Yx^.Xy. ^ (a) 

Setzt man die Kräfte X» Y, Z in dem Punkte x, y, ztn «iner 
Resultirenden B zusammen, so sind die statischen Momente dieser 
Kraft R, für die durch gebenden Axen dieselben, in welchem 
Punkte der Richtung R man diese angebracht 4lenkt. Es sind also 
die M'^, M'^, M'^ und daraus auch M' unabhängig von der Lage 
des Punktes .X, y, z, wenn dieser nur in der geraden Linie R bleibt, 
]^ennt man dsi« . grösste Moment der KraR R für den Punkt Ö, N, 
so ist ' . * 

N = ±Rr 

wo r die Entfernung der Linie R von ist, und das Zeichen von 
der Richtung der versuchten Drehung abhängt. Die Axe N Hegt 
rechtwinklich auf O, R, und kann immer nach der Seite hingenom- 
men Werden^ für welche die t)rehangsrichtung die positive ist, so 
dass immer 

N = +Rr (b) 

ist. * . ' - 

' Für alle Linien, die zii R parallel &ind, und in demselben Ab- 
stände von liegen^ istN dasselbe der Grösse nacb.. Alle diese 
Axhn N liegen in einer durch gehenden , zu R normalen Ebene. 
Setzt man die Momente der Kraft R für die Axe Ox,^Oy, Oz 
gleich 

N,. N,. N.. • 
so werden die GleichuDgen (a) 

woraus 

... M'* = M* -)-K* - 2M^.N^ - 2>Iy Ny - 2Jtf,N.,. 



Die statischen Momente der Krftfte an einem starren KSrper. 177 

Nan i«t , , . ♦ . 

M^ = Mcos(M,x); My = Mco8(M,y);:M^ = 
. N^^Nco»(N^x); N^ = Nco8(N,y); N; = Ncos(N,2). ' 
Skbstituirt man diese Werthe in die vorhergehende Grteichang, so 
erhält man " 

M'^ = M' + N*-2MNcos(M,N), (c) 

oder das Moment für einen der Punkte der geraden Linie R ist 
die Diagonale des Parallelogramms , das über M nnd — N beschrie- 
ben ist. . , . ' 

Dreht man die gerade Linie B in der gleich bleibenden Ent- 
fernung r um den Punkt Ö, so bleiben H und N dieselben, aber N 
dreht sich mit R, und dadurch wird der Winkel M, N ein anderer; 
den kleinsten und grössten Werth hat der Winkel M, N, wenn r» 
die Senkrechte von auf R, zugleich rechtwinklicfa auf M steht, 
oder die kürzeste Entfernung beider ist, oder N in der, durch M^u 
R parallelen Ebene liegt". 

Ist a der Winkel M, R,, so wird hierfür 

M,N = ■;5- — a oder ^ -H a . 

Der eine dieser Winkel gibt den grössten ; der andere den kleinsten 
der zu r gehörigen Werthe von M'. ', 

per kleinste Werth von M' für ein beliebiges r, wie man 
aus der Constr6ction "des Parallelogramms über M und — N == Rr 
sieht, gehört zu 

N = Msina. ' . (d) 

und ist gleich . M' = Mcosa. • (e) 

Dieses kleinste Moment ergibt sich also -för 

* M sin a . •«v " 

Dieses t liegt rechtwinklich auf der Ebene durch M parallel zu R. 
Will'inan die Grösse des Momentes durch die lil ,' M , M 
und X, Y, 2 ausdrücken, so. hat man hierzu ; 

• M, X ' M.- y " M: z 

°*'^«=-irR + M-i:-^-iirR' 

&olts]iiaAQ,t]iearet.,M«chaitik.' .12 
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oder j-.- .XM, + YM, + ZM. 

- . W. = ' . p"^ ^. (g) 

Dieses kleinste Monwrit für irgend "einen Punkt kann aus (e) nur 
Null werden, ^nn ä ein^ rechter Winkel ist, also da$ MometitM 
auf R rechtwinklich steht ^ TTjBlche Bedmgutig auch durch 

XM^;4-TMy-hZM^ = . <h) 

ausgedrückt ist; ^ . - 

Sind die Kräfte auf einen Punkt übertragen im Gleichgewichte, 
oder was dasselbe ist, ist R = 0,.so ist N = und. das Moment 
dieser Kräfte ist für jeden Punkt dasselbe; . : • . 

Ist endlich M gleich Null und R nicht gleich Null, so ist die 
durch O gehende Gerade R der Ort der Punkte ..der kkinsten Mo- 
mente, welche alle gleich Null sind. 

. Sind M und Rgl^ich Null,, so liaben diß Kräfte für keine Dreh- 
axe, wie diese gewählt wird, ein statisches Moment;', ein Bestreben 
Prehung hervorzubringen. ^ 



Gleichgewicht der Kräfte an einem starren 
' Körper. 

176., Haben die Kräfte- an einem starren Körper für einen 
beliebig gewählten Punkt das statische Moment M, so bringen 
diese Kräfte uin jede durch O- gelegte Axe,welphe nicht recht- 
winklich auf der'Axe des Momentes M steht, Drehung^ hervor, und 
sind also nicht im (Gleichgewichte. Für das Gleichgewichi der 
Strafte ist daher erforderlich , dass M == sei, -oder wenn man mit 
Mj^, My, Mjj die statischen Momente für drei in dem Punkte sich 
schneidende rechtwinkiiche Axen nennt, wegen 

,M^ = M^*H-M/-I-M/, •■ ;. : . . 

Ist diese Bedingung erfüllt, so ist , für jede durch den Punkte 
gehende Axe das Drehmoment der Kräfte gleich Null, oder diese 
bringen um keine dieser Axen Drehung hervor. 

Hier können also die Kräfte nur ^nen Druck äii|f diesen Punkt 
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ansoben » oder sich aof eine Kraft' rednciren , welche durch diesen 
Pnnl^t'gehtj oder endlich unter sieb im Gleichgewichte sein. 

Hat man ebenso für einen zweiten Punkt 0' das statische 
Moment um diesen Punkt gleich Null, so müssen die Kräfte sich 
auf einen Druck oder Zug reduciren, welcher die Richtung. 00' 
hat, oder sie müssen keinerlei Bewegung hervorbringen, sie müssen 
unter sich im Gleiöhgewich'te sein. 

Ißt endlich^noch für einen dritten Punkt O'', welcher mit den 
beiden «rsten nicht in einer- Geraden liegt, das statische Moment 
um <3iesen Punkt Kuli, so können die Kfält^ an dem KörplBr über- 
haupt keine Bewegung h.ervorbringen ; sie sind unter sich im 
Gleichgewichte. Dann; wird das statische Moment der Kräfte um 
jeden Punkt gleich Null sein. 

Damit das letzte der Fall ist; genügt nach der vorhergehenden 
Nummer, neben der Bedingung M—O, dass die Resultirende der 
parallel zu sich in einen Funkt übertragenen Kräfte, R, gleich Null 
werde. Sind X, Y j Z die Summen der Componenten der. Kräfte 
nach drei unter sich rechtwinklichen Axeo Ox, Oy, Oz , so ist 

•.R^=^X'-hY'-HZ', 
und die*Bedingung*R = (^ zerfällt ih 

X = 0; Y^O; Z=:0. • ^ (b) 

Die Bedingungen des Gleichgewichtes der Kräfte 
an ein^em starren Körper sind-alsö^ 

Erstlich, dass die Summen der Componenten der 
Kräftenach drei unter sich r^clitwinkiichen Richtungen 
einzeln- gleich ^ull sind; und 

Zweitens, dass die Summen der statischen Momenteder 
Kräfte für drei unter sich rechtwinkliche, feicH:in einem« 
beliebig gewählten Punkte schneidende Axen einzeln 
gleich Null sind. ' - ^ ' 

177. Sind die Gleichungen (b) der vorhergehenden Nummer 
erfüllt, heben sich also die Kräfte an dem Körper, alle auf einen 
Punkt übertragen, auf, ohne dass das Moment M lim den, Punkt 
Null ist, so ist Bach (Nrö. 175) das Moment um jeden Punkt 
gleich M. ' 7 ' 

Bringt man an diesem Körper ein Kräftepaar an, das dieAxeM 

12»^ 
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hat and dessen Moment gleich -*M ist, so wird na^ das Moment 
aller Kräfte um den Punkt Ö gleich 

•M — M=:0,^ 

während 2ugl9ich die Resüitirende aller Kräfte, diese an einen 
Punkt übertragen , gleich Null bleibt, weil sich die beiden Kräfte 
des Kräftepaars hier aufheben. Das* gegebene Kräftesystejn kann 
daher, durch ein Kräftepaar vom Momente — M ins Gleichgewicht 
gebracht werden. Die Bewegung, welche das Kräftesysten^ hervor- 
bringt, ist daher dasselbe, welche ein Kräftepaar mit dem Momente 
M und der Axe M hervorbringt, oder das Kräftesystem kann durch 
ein Kräftepaar ersetzt werden , dessen Lage und Moment M angibt, 
das nach (Nro. l74, Gleichung 31) bestimmt werden kann. . 

178. Sind die Gleichungen (a) in (Nro. 166) erfüllt, aber die 
Gleichungen (b) nicht, so-reducirt sich das System der Kräfte auf 
e^e einzige Kraft B» welche, durch den Punkt 0, für welchen die 
Momente gleich Null sind , geht. 

179. ßind wederdie Gleichungen (a) noch (b) erfüHt, so 
kann man versuchen, ob es möglich ist, das' Kräftesystem durch 
eine einzige Kraft ins Gleichgewicht zu nsetzen , in wekh^m Falle 
das Kräftesystem durch eine/ -einzige Resüitirende ^ welche jener 
Sjraft gleich und entgegengesetzt ist, ersetzt werden kann. • 

Ist wie bisher R die Resüitirende der iji einen Punkt übertjra- 
genen Kräfte, so muss die Kraft, welche das Systeiö ins Gleichge- 
wicht bringen soU, gleich — B sein^ wodurch für alle Kräfte die 
Bedingungen (b) in (Nro. 176) erfiillt sind. - 

Damit auch das Moment aller Kräfte um den willkührlich ge- 
wählten Punkt O Null werde, muss, wenn M das Moment der gege- 
benen JKräfte um diesen Punkt ist , das Moment der Kraft, — R um 
diesen- Punkt gleich --M sein,, und seine Axe mit der Axe M in 
eine Linie fallen. Die Axe des Momentes um einen Punkt 0, einer 
K!räft — R steht aber rechtwinklich auf 0, R, und darauf muss also 
auch M rechtwinklich stehen. Die Grösse — M des Momentes 
kann- man immer dadurch erhalten , dass man -^ R bis zu der Ent- 
fernung r lunausruckt, für welche 

~M=-Rr 
ist. , , . * - * 
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Die BedioguBg, dass darah eine eiozige Kraft Gleichgewicht 
hervorgebracht werden, kann, oder di^ Bedingung, dasi^ das Kräfte<- 
system eine einzige Resultirende habe, ist daher, dass M rechtwink- 
lieh aafR stehe, welche durch die Bedingung (h) in (Nro. 176) 

'.' . XM,4-YM^4-ZM^ = a . . (h) 

ausgedrückt ist. 

180. Ist diese Bedingung nicht. erlullt, so kann man immer 
durch zwei Kräfte , welche nicht in einer Ebene liegen , zwei wind- 
schief gegen einander liegende Kräfte das^ystem ins Gleichge- 
wicht bringen. 

Bringt man im Punkte O eine Kraft —, R an und zugleich ein 
Kräftepaar, dessen Moment --M ist, so ist dadurch das Moment 
aller Kräfte um O gleich NiiU und die Resultirende aller in einen 
Punkt verlegten Kräfte gleich Null, also den Bedingungen des 
Gleichgewichtes genügt. 

Da man die eine der Kräfte des Kräftepaars immer durch 
gehen lassen katm, durch welchen Punkt auch -^R geht, so kann 
man diese beiden Kräfte zu einer zusammensetzen, welche mit der 
andern I^raft des Paars die gegebenen Kräfte ins Gleichgewicht 
bringt. '- -- ' . 

1j81. Kräfte an einem starren Körper lassen sich daher immer 
durch zwei Kräfte ersetzen. Liegen diese in einer Ebene, so geben 
sie eiiie einzige Resultirende für das Kräftesystem oder ein Kräfte-' 
paar, oder endlich sie sind im Gleichgewichte. > 

182. Aufgabe.- Die Massentheile eines starret) Körpers 
werden. durch parallele Kräfte angegriffen, welche den Massenthei- 
len proportional sind. . Die Resultirende dieser Kräfte und ihren 
Angriffspunkt anzugeben. ' . , 

Ist dm ein Massentheil des Körpers und fdm die Kraft, 
welche diese Masse angreift, wobei fconstant, so ist die Grösse 

der Resultirenden 

, ^ fm . "... 

wenn m die ganze Masse des Körpers ist. Diese Resultireade ist 
den Kräften fdm parallel. 

Um die Lage der Resultirenden zu erhalten» nehm$ ich ein 
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Axeosytteman; die Axe der z parallel zo fdni, die x nnd y recht- 
wioklicb daraof. Die CoorifiDaten des Massentheils dm seien 
X, j, z; die Coordtnaten des Angijffspnoktes der Resnltireoden 
seien x^, yi, z^. Bringt man eine Kraft in diesem Punkte an/ welche 
der Resnltirenden gleich aber entgegengesetzt ist , so vifd Gleich- 
gewiflit eintreten. Die Bedingungen (a) des Gleichgewichtes ge- 
ben hier 

/yfdm — fmy^ =0 odermy^ == /ydm, 

/xfdm — fmx^ =0 oder mx^ = /xdm, 

während man für die z Axe keine Momente erhält. ' Diese beiden 
Gleichungen bestimmen eine der z Axe . parallele Linie^ welche 
durch deo Massenmittelpunkt des Körpers geht Die Resultirende 
geht daher durch den Massenmittelpunkt des Körpers, und zwar da 
die Richtung von f wiUkQriich ist, wie die Kräfte gerichtet ,sind. 
Der Massenmittelpunkt heisst hiernach auch wohl der Mittelpunkt 
paralleler Kräfte. 

Ist f die Schwerkraft, so ergibt sich mit dem. obigen, dass 
auch die Resultirende der Schwerkräfte ,. welche die Tbyeile eines 
schweren Körpers angreifea, durch den Massenmittelpunkt gehen, 
und dieser heisst desshaib auch der Schwerpunkt eines Körpers. 
Die Schwerkräfte an den einzelneji Massentheilen eines Körpers 
kann man xlab^r immer durch das an dem Schw-erpunkte desselben 
angebrachte Gewicht des Körpers ersetzen. 

183. Aufgabe. Die Massentl^eile einer homogenea Kugel 
werden gegen einen Puokt A mit Kräften angezogen, welche den 
Massen proportionalund dem Onadrate des Abstandes der Massen 
von A umgekehrt proportional sind. Diese Kräfte wo möglich durch 
eine Resultirende zu ersetzen. 

Da alle Kräfte durch den Punkt A gehen , haben sie eine Re- 
sultirende, welche ebenfalls durch diesen Punkt A geht. 

Ist dm ein Massentheil, r seine Entfernung von A, so ist die 
auf dm wirkende Kraft 

'dm 
f 



r* ' 



wo f eine Constante ist. 
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Legt ifiaci darch defi .Mittolpankt der Kngel O drei rechtwinli:^ 
liehe Coordinatenaxep Oxj Oy, Oz, vott welchen die erste dn^ch 
A gehe, so ist die Componente der auf dm wirkenden Kraft parallel 
Ox, wenn a die Entfernung A ist 
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setzen. Datnit erhält man für die t)bige Componente den leichter 
zu behandelnden Ausdrnpk " ^ 

, dm 



da 
und für die Snin'm« dieser Co^nponenten 

.--'■■ -da . 

wobei das Integral über alle Tbeile der Kugel auszudehnen, ist. 

Setzt man ' 

'dm 



/- 



das Integral wieder über die ganze Kugel ausgedehnt, so hat man 
zuerst dieses V zu bestimmen. " ' * 

Beschreibt man um .zwei Kugelflächen mit den Halbmessern 
Q und ß + i^; beschreibt man ferner zwei Kugelflächen, welche 
ihre Spitzen in O haben uud Ox als Axe, deren Oeffnungen die 
Winkel" ö und ö -f^ d 6 sind; schneidet man endlich diese Flächen* 
durch zwei Ebenen, welche durch Ox gehen lund mit der Ebeüe 
X, z die Winkel ip und 9? + d 9) bilden , 30 ist das Volumen des 
Elementes, .da& durch diese dechs Flächen begrenzt ist . 
^^sin.dd^dddy 
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md weiiD J die Dichte ^r Kugel ist, die Masse dieses Elranentes, 
welche wir for dm nehinen 

Für r' erhält man mit diesen Coordinaten den Ansdrdck 

r* = p ' 4- a' — 2 a^ cos fl, 
imd damit 

y^jf/ r g^inftdgdedy 

yyy V^»^-a* — 2a^cosd 

Die Integration nach g> ist von 9>==t) t)is '9 = 27r aaszadefanen; 
sie gibt 

yy V^*+a' — 2a^cose 

Die Integration nach S ist von = bis B=^n auszudehnen ; sie 
gibt 

V=^^/?[±(? + a) + (p~a)]d?, - 

Der Ausdruck 

V^'4-a* + 2a^ 

gibt. die Werthe der Entfernung des Punictes a von den beiden En- 
den der Eugelschictite vom Halbmesser ^ für = und d=±7r. 
Man hat .daher für d = tt hierfür im^ier ^ + a zu nehmen ; für 
ö = aber a — p , wenn a > ^ ist , dagegen p — a wenn a < ^ ist, 
oder das erste , wenn der Punkt A ausserhalb dieser Eugelschictite 
liegt, das letzte^ wenn er innerhalb derselben liegt; für ^ = a sind 
beide Werthe ^üänder gleich und gleich KuU.^ Datpit erhält man, 
wenn A ausserhalb <ler Kugelschichte vom Halbmesser q Uegt 

' : ^=^7"^'«^^' :" (b) 

liegt dagegen A innerhalb der Eugelschichte vom Halbmesser q 

Y=47tjJ*g4Q. (c) 

Liegt ^er Punkt A ausserhalb der Kugel, so hat man den 
ersten Werth. von V von' p = bis e.= ft , dem Halbmesser der 
Kugel -und dsÄer * . . ' 
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: - ^^1^ m (^^ 

•ß a a . . 

wenn m die Masse der ganzen Engel ist.' 

Die Summe derComponenten all^r Kräfte» welche die Massen- 
theile der Kngel gegen' A anziehen ist daher nach (a) 

s 

oder sie ist dieselbe, als ob die ganze Masse m in dem Mittelpunkte 
der Engel vereinigt .wäre. Da die Kräfte rechtwinUich anf Öx ^ich 
paarweise. aafheben, so ist diese Summe zugleich die Besoki- 
rende. aller anf die Kugel wirkenden Theile. 

Liegt dagegen der Anziehungspunkt in der. Kugel, so kann 
man diese in eine Engel vom Halbmesser a und in einis Eugelsclule 
von hier weg theilen. Für die letzte ist der Anziehungspunkt ein 
innerer Punkte für welche der zweite Werth von V unabhängig 
von a ist.' Die anziehende Eräft für irgend eine dieser, Eugel- 
scbicbten ist 

da 
also auch für alle, und es bleibt daher nur die Anziehung auf die 
Engel vom Halbmesser a, welche nach (e) gleich . 

' ' f^ 

a» 

ist, wo m die Masse der Engel vom Halbmesser a ist. Diese ist 

4 - 

— SL^TtJy womit die Anziehung auf die Kugel durch- einen inneren 

Punkt - / 

• 

wird. Diese ist daher der Entferjiung des Punktes A von dem 
Mittelpunkte der Eugel proportional. 

Liegt der anziehende Punkt auf der Oberfläche der. Engel, so 
fallen die beiden Ausdrücke (e) und (f) zusammen. " ; 

"EtB ist leicht zu sehcQ, däsB die Schlüsse dieselben bleiben, 
wenn die Eugel aus cohcentrjschen homogenen Eugelschichten be- 
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Steht, deren Dichte von einer zur andern . Schichte sich ändert. 
Nur die Formel (f) muss dann, durch 

ersetzt werden; wo m die Mass^ der Kugel vom Halbmesser a ist. 

184. Aufgabe. Ein schwerer Magnet ist £^n einem Faden 
aufgehängt; auf ihn wirkt -ausser der Schwere der Erdmagnetismus, 
welcher den Nordmagnetiämus des Magnets anzieht und den Süd^ 
mägnetismus desselben eben so stark und in .derselben Richtung 
abstosst. Die Gleichgewichtsbedingungep für diesen Magnet an- 
zug€|beli. 

Ist dv einVolumelemehtdes Magnets, so seiTjiid v die Kraft, 
welche von der Erde auf den Magnetismus in' di«sem Elemente des 
Yctlums einwirkt, dabei T eine Gonstante, die Int^nisität des Erd^ 
mägnettsmusund'^dv die Menge des Magnetismus in dem Elemente 
dv und zwar positiv, wenn.diess Nordmagnetismus ist, negativ an- 
dernfalls, was der entgegengesetzten Richtiing der Kraft In beiden 
Fällen entspricht. Damit die Gesammtanziehung des NDrdmägne- 
tismus und die Abstosßung des Südmagnetismus gleich gross wer-, 
den, tnuss . ^ 



/' 



jlft.dv:i=0 ^ ^ ^ (a) 

werden , wenn man da^ Integra,! über alle Volumtheile des Magnets 
ausdehnt. / . . 

Die Richtung der positiven Kraft Tfidv sei gegeben dorch die 
Lage des magnetischen 'Meridians und <iie Inclination. In der 
ersten ziehen wir durch den Aufhängepunkt des Körpers die hori- 
zontale Coordinatenaxe der x gegen Norden; i sei die Inclination des 
Magnetismus, so dass also die Kraft Tftdv in der Terticalebene 
durch X li^ge und den Winkel i mit x unter den Horizont ge- 
naessefi, mache.* 

Für ein Element des Volums dv ist dann die horizontale 
Kraft dea Erdmagnetismas. 

T)»dvcosi,- 
dieverticale abwärts, welo^s die Richtung deir z sdi 

Tfidv6ini. * - 
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Sind die y rechtwinklich auf beide, x und z, gemessen, -^ö ist tHe 
Kraft des Erdmagnetismus parallel y gleich NaU. 

Yertical abwärts wirkt auf den Körper -die Schwere, deren 
Resultirende mg sei; sie geht durch den Schwerpunkt', dessen . 
Qoordinäteii a, b, c seien. 

Endlich wirkt an dem Körper noch die Spannung des ihn 
tragenden Fadens, die Componenteii von ihr nach den Richtubgen 
^ , y , z seien , 

^x' Sy' ^T- 

Damit h^t man die Summe der Componenten aller Kräfte nach 
den- Richtungen der Coordinatenaxen ' 

Tcosi /]itdv4-S^=X, 

s^=Y. . ; 

Tsini Aj»dv + S^-f-mg = Z, 

welche sich wegen (a) auf 

S, = X; S^ = Y; .S. + mg,= Z (b) 

reduciren. 

Die Summe der Momente für die Coordinatenaxen erhält man 

mg b-+- T sin i /y jU d V = M^ , 
— mga — Tsini /xjwdv-4-Tcosi /zjit-dv=M^, (c) 

— T cos i / y jit d V = M^ • 

Die Werthe voü S^; S > §^ hängen. von der Spannung des 
Fadens und der Neigung ab,, welche er in dem ' betrachteten Mo- 
mente hat. ~Man hat 

S^ = Sco8(S,x); Sy = Sco8(S,y); S^ = Scos(S,z), ' 
worin die Winkel als gegeben zu betrachten sind. 

Für das Gleichgewicht müssen X,'Y, Z einzeln gleich Null 
sein; es müssen also 

cos (S, x) = ; cos (S, y) = sein , woraus cos (S, z) =?: ± 1 
folgt. Die Gleichung 
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gibt hierzu SrZ = 7r und S = mg. Der JE'adeB hängt: also in der 

Ruhe vertical tind seine Spannung' ist dem Gewichte des Magnets 

gleich. . - 

Setzt man . /* , ttt /ttt \ 

. /x/idv = Wcos(W,x), 

/y|iid-v==Wcos(W,y), •. (d) 

/z/ttdv:= Wc6s(W,z), 

so ist, wtenn n eine beliebfge Richtung ist, welche ^rch gezogen 
ist, und wenn unter der Grösse n der Abstand der Projection vou 
d Y auf n vom Punkte verstanden wird 

n = X cos (n, x) 4- y cos (n, y) + z cos (n, z) , 

/ai»dv = Wcos{W,n) 

gefunden wird.- Es ist also W der grösste Werth, den die Summe 

/njtidv für irgend eine Richtung annehmen kann. Man nennt die- ' 

sen grössten Werth das magnetische Moment' des Magnets, und die 
Richtung n, für welche man dieses Maximum findet^ das ist die 
durch (d) bestimmte Richtung W die magnetische Axe. 

I)amit gibt die letzte der GleichuDgi^n* (c) für das Gleich- 
gewicht die Bedingung \ . 
— TWcos icos(W,y) = M. = , 

was ... C08(W,Y)=:0 

gibt. Pia magnetische Axe des Magnets muss Tür^s Gleichgewicht 
mit der y Axe einen rechtem Winkel bilden, also der V.erticalebene 
x,.z, dem magnetischen Meridiane parallel sein. 

DijB' erste der Gleichungen (c) gibt damit die Gleichgewichts- 
bedingUDg 

b=:0.; ' . ^. 

der Schwerpunkt des Magnets muss ebenfalls in dem n^agnetischen 
Meridiane liegen. 

Die.z^eite der.Glfeichungeh (c) wird endlich 
mga M- T W [sinicos (W,x) — cosic6s(W,z)] — 
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was» weil W der Ebene x» z parallel ist 

. m g a -I- T W sin [i — (W, x)],= 
gibt, woraus die .Neigung der magnetischen Axe für die Gleich- 
gewichtslage folgt, nämlich 

8m[(W,x)-i]=^-. 

Ist a = 0« d. h. liegt der Schwerpunkt des Magnets in der Yertica- 
len durch den Aufhängepunkt, so 

W, X = i flirs Gleichgewicht. 

185; Sind die, Gleicfagewichtshedingungen durch die Lage der 
magnetischen Axe und des Schwerpunktes nicht erSillt, so kann 
man verlaugen, die an dem Magnete wirkenden Kräfte auf die 
kleinste Zahl, d. h. auf zwei zu reduciren. Ich setze dabei voraus, 
der Faden hänge vertical herunter, so dass S^ und S gleich Null 
sind. 

um das Momei!it um den Punkt zu finden , kann man zuerst 
die MoiheAte der Schwerkraft und der magnetischen Kräfte abge- 
sondert suchen. -/ 

Bezeichnet man das statische Moment der Schwerkraft um den 
Punkt O mit 6, so ist 

Gcos(G,x) = mgb, 
Gcos(G,y)= — inga, 
GcDs(G,z) = 0. 
Daraus ergibt sich , dass die Axe dieses Momentes horizontal liegt 
/^ G, z = ~ j und dass sie mit der x Axe Winkel bildet, die durch 

(G,x)=-^ = :^7===; cos(G,y) = 



cos( 



^« 



G YI^Th^' : ' ''' • Y^JTb 

gegeben sind. Diese Winkel sind zwischen und n zu nehmen. 
Diese Axe liegt daher reohtwinklich auf der Verbindungslinie des 
ürsprmigs mit der Horizontalprojection des Schwerpunktes. Das 
Moment selbst ist , . : . . 

- G^mgVa'-+-b^ 

Das «tatiscfae Moment der magnetisohen Kräfte bezeichne ich um 
den Punkt mit M. Damit ist • < 
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M COS (M, x) = T W «in i C08 (W, y), 

M cos (M/y) = — T W [am i cos (W, x) — cos i cos ( W, z)] , 
und. Mcos(]M[,a) = — T,Wco8icösCW,y). . 
Zieht man durch eine Linie rechtwinklieh auf die Richtang vonT 
in der Ebene x, z, wetehe n heissen mag, nnd welche nach der 
Richtung genommen werden soll, für lyelche qos(n,x)==sini und 
cos(n,«) == — cosi iist, so wird , ' • - 

sin i cos ( W, x) — cos i coa(Wi z) == cos (W, n) 
und damit die zweite Gldchung 

M cos (M, y) == — . T W cos (W, n). 
Quadrirt man die drei Gleichungen und addirt sie, so erhält man 

M*=T»W*[cos(W,y)^ + cos(W,tf)^j! 
y, n und T sind Richtungen, welche aufeinander rechtwinklieh 
stehen, die Summe der Quadrate der Cosinus der s Winkel von 
W mit diesen drei Richtungen muss daher 1 sein*. Damit wird die 
letzte Glerchüng 

M = TWsin(W,T) 

Diess iat das, statische Moment der magnetischen. Kräfte um den 
Punkt O; wie man sieht; ist dasselbe nur von der Lage und Grösse 
der magnetischen Axe und der Richtung und Grösse des Erdmagne- 
tismus abhängig; aber uiiabhängig von der Lage des Punktes 0. 
Pie Richtung von M ergeben die Gleichungen 

,', . sinicos(W,y) cos(n,x)cos(W,y) 
\. '''<^'^^= m(W,'r) = ismCW.T) ' 

cosT4>l.y) = ^ linCW.xr \ . " 

/'ikM \ cosicos(W,y) cos (n, z) cos (W, y) 
^.C08(M.z)=: ,i„(W.T) ^ sia(W.T) ' 

oder für die erste uod di-itte einfacher. 

co8(M;n) =^^^^ and C08(M,T) = a • 

«- ' • ' ' ' / ■ . 

Die Axe des statischen Momentes der magnetischen Kräfte steht 
daher rechtwinklieh auf der Richtung des Erdmagnetismus. 

Sieht man von den Kräften ab, welch« aus derBeWBgoogjent- 
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stehen , so hat man X = Y = Z = nnd kann daher für die vor- 
handenen Kräfte zwei Kräftepaare setzen, von welchen das eine das 
Moment G nnd* das andere das Moment M hat. Will man diese 
auf ein Kräftepaar reduöirea, so kann man je zwei der Kräfte sich 
schneiden lassen, tind diese dann zusammen setzen, öder m^n kann 
die Momente G und M zusammensetzen f wodurch man das resul- 
tirende Moment und die Äxe des rjesultirendeu Kräftepaars erhält. 



Das Trägheitsmoment eines starren Körpers. 

l86. Das Trägheitsmoment eines -starren Körpers für eine 
gegebene Drehaxe ist nach Nro. 161 die Summe der Produkte aus 
jedem Massentheil des Körpers in das Quadrat seiner Entfernung 
von der iDrehaxe. In Kro. 162 sind die Trägheitsmomente für 
Axen durch die Schwerpunkte mehrerer regelmässiger Körper an- 
gegeben, uod in Nro. 163 ist gezeigt^ wie man damit die Trägheits- 
momente für za den ersten Axen parallele A^^en finden kann. Hier 
stellen wir uns die Aufgabe, das Trägheitsmoment eines Körpers 
für eine beliebige Axezu finden, aus den Trägheitsmomenten für 
drei unter sich rechtwinklichen Axen, wenn dieses möglich ist. 

"^ Sind Ox, Oy, Oz drei unter sich rechtwinkllche Coordinate'n- 
axen» nnd Q^^'Q » Q. die Trägheitsmomente eines starren Körpers 
für diese Alten, sind x, y, ^ die Goordinaten eines Massenelementes 
d m des Körpe]*s , so ist 

Q^=y(y' + z')dm; Q^=y(z^4-x^)dm; 

-y*)dm,"' 



Q,-/(x' 



wobei die Integrale über alle Massenelemente des Körpers aüszu-? 
dehnen sind. ^ - ' 

Legt man durch den' Ursprung der Cobrdinaten eine Gerade 
n, so'^ist das Quadrat der Entfernung der Masse dm' von dieser 
Geraden . ' ... 

(x'4■y^-+-z')sin(^,n)* = r*slu(r,n)^ /. 

wo r die Entfemiung O, dm ist. 
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Nun ist . 
cos (r, n) 2= cos (r, x) cos (n, x) + cos (t, y) cos (0,7) -h 

4-cös(r,z).cös(n,z)., woraas " . 
sin(r,'n)*' = 1 — cos^fjX^^cosXn^x)* — .cos(r,y)*C508(n, y)^ — 
— cos(r,'Z)^cos(D,Ä)* . 
'— 2 cos j(r, x) cos (r, y) cos (n, x) cos (n^ y) ^ - 

— 2 cos (r, x) cos (r, z) cos (n, x) co8-(n, z) 

— 2 cos (r, y) cos (r, z) cos {n, y) cos (n, y) 
= [cos (r, y) ^ -f^ cos (r,*2) ^] cos (n,;x)^ • 
-4r[oos(r,x)'-f-co«(r,z)^]cos(D,y)^ ^ - 
r+- [cos (r, x) ' 4- cos (r, y) ^i cos (n, z) ' 

— 2 cos (r, x) cos (r, y) cos (q, x) cos (n, y) 
-'2 cos (r, x) cos (r,* z) cbs (n, x) cos (n,'z) 
— . 2 cos (r, y) cos (r, z) cos (n, y) cos (n, z) 

folgt. Substitairl man diesen Ausdruck in den obigen r^ sin (r,D)\ 
sa erhält man das Trägheitsmoment für die Axe n mit 

rcos(r,x) = xj rco8(r,y) = y; rcos(r,z)==z, 
Q^ = Q^cos (n, x)' ^- Q^CQs (to, y)* + Q, cos (n, z)^ 

^2 cos (n, x) cos (n;y) / xy d m^ 

— 2 cos (n,x) cos (n,z) / xz'd m (a) 

— 2cos(n,y)cos(n,z) /yzdm. . 

Man muss also, um das Trägheitsmoment Q^ zu berechnen, nebeo 
den dreiTragheitsmomenteaQ^, Q^ und Q^ auch noch die drei In- 
tegrale /xydm, /xzdm, /yzdm,^ kennen; diese Integrale 
umfassen alle M^assentheile des Körpers. - ' v 

1.87; .Setzt man in- der . Gleichung (a) der v^rhergejienden 

Summen 

X = ncos(n,x); 9 = ncos(n,y); j==ncos(n,z), 

Wo n eine noch unbestimmte Länge der J^ichtttügn ist^ und jc, ijl» i» 
deren Projectionen auf die x, y,.z Axe; setzt man dann « - 
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Q..n^=l, (b) 

was erldlubt ist, da Q^ wie alle Trägheitsmomente positiv ist, so 
wird die Grleichung (a) 

— 2rv Axydm — 2rj /xzdm~-2^^ Ayzdm. 

In dieser Gleichung sind Q^« Q.>Q.9 /xydm, /xzdm, 

/ yzdm Constanten, so lange die Coordinatenaxen dieselben blei- 
ben, von denen überdiess die drei ersten positiv sind. Diese 
Gleichung ist demnach die Gleichung einer Fläche zweiter Ordnung, 
welche einen Mittelpunkt, den Ursprung der Coordinaten, hat. Die 
Flächen zweiter Ordnung mit einem Mittelpunkte haben aber drei 
aufeinander rechtwinkliche Axen. Bezieht man die Gleichung der 
Fläche auf diese als Coordinatenaxen , so wird sie 

i = Q,x'-hQ,\)'^Qj\' (c) 

wo Q^, Q^, Q^ die Trägheitsmomente für diese Axen sind. Für 
diese Axen müssen daher die Integrale Null werden oder 

/xydm = 0; /xzdoi = 0; /yzdm = 0. 

Es gibt also in jedem Punkte eines Körpers drei aufeinander 
rechtwinkliche Axen, für welche diese drei Integrale gleich Null 
sind. Diese Axen nennt man die Hauptaxen in diesem Punkte, 
und die Trägheitsmomente für diese Hauptaxen die Haup.tträg- 
heitsmomente für diesen ^Punkt^ die Fläche (c) ist ein Ellipsoid; 
es heisst das Trägheit&ellipseid für diesen Punkt. Aus ihm 
findet man das Trägheitsmoment filr jede durch seinen Mittelpunkt 
gehende Axe n aus (b) 

Q =^ 

während- n' = i'4-9* + j^ 

ist Das Trägheitsmomeat für jede Richtung n ist der reciproke 
Werth. des Quadrates des HaUnnessers des Trägheitsellipsoides in der 
Kichtung n. Die Axen des Trägheitsellipsoides sind 
1 1 ■ 1 

Holtzmann, theoret/ Mechanik. 13 
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die reciproken Wertbe der Quadratwurzeln aas den Haoptträgheits- 
momenten.. . . : • ~ 

188. Sind zwei der Haaptträgheitsmomente einander gleich 

SO ist dasElIipjsoid ein Rotationsellipsoid; dann sind alle Trägheits- 
momente für Drehaxen, welche denselben Winkel a mit der Axe a 
bilden , unter sich gleich und zwar 

' . '- Q^cosaf-hQ^sinct'. 

FürdieDrebaxen, welche recht winklich auf a stehen, sind die Träg- 
heitsmomente gleich Q^. 

Sind fdr eiüea Punkt alle drei Hauptträgheitsmomente ein- 
ander gleich, so wird das Trägheitselüpsoid eine Kugel, alle Salb- 
messer einander gleich, daher auch alle Trägheitsmomente für 
Drehaxen durch diesen Punkt einander gleich. 

Beispiele. Für die Axen, welche durch den Mittelpunkt 
eiuer homogenen Kugel g'ehen, deren Halbmesser r und deren Masse 
m ifft, sind die Trägheitsmomente gleich (Nro. 162) 

-r-mr% 
• ö 

Diese Axen sind also alle Haaptaxen,. das Trägheitsellipsoid ist 
eine Kugel. Für jede dieser. Axen müissen daher die Integrale 



/xydm, /xzdm, ./yzd 



m 



Mull werden ) wovon man sich leicht dhrect überzeugt. Zu einem 
f^emente d m hei x, y, z ist immer ein entspreohendes bei x, ~y, z, 
wesshalb die erste und dritte dieser Summen Null werden.. Das- 
selbe gilt von der zweiten, weil zu x, y, z immer auch — x, y, z 
vorkommt. 

Nimmt man den Punkt O, für welchen man die Trägheits- 
momente bestimmen will, im Abstände d von dem Mittelpunkte der 
Kugel., so ist noch immer die von durch den Mittelpunkt der 
Kugel gehende Axe eine Hauptaxe für den Punkt 0. Nennt man 
difese Axe die Axe der ä, so ifvtA zu jedem Punkte x, y, z ein 
zweiter bei — x, y , z und ebenso zu x, y , z ein zweiter x, — y, z 
vorhanden sein. Es werden also für diese Axe z und für jede durch 
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auf z rechlwioklkh gehende Axe die drei obig^i Integrale gleich 
Null, jede von ihaeH ist. eine Hauptaxe. 
Die Haoptträgheitsmomente sind 

Qe = -|-mi^Q, = Q^ = |-nir^4-ma^ 

das .Trägheitsellipsöid ist für diesen Punkt ein Rotationsellipsoid, 
mit der Axe der Figur z. 

Für ein rechtwinkliches , homogenes Parallelepiped sind die 
durch den Mittelpunkt gehenden, den. Kanten parallelen Axen die 
Hauptaxen des Mittelpunktes^ wovon man sich wie oben überzeugt; 
die Hauptträgheitsraomente sind, wenn a, b, c die Kanten sind und 
m die Masse des Parallelepipeds ist 

Q, = ^m(b»4-c');Q,= :l-m(a»4-c^);Q. = ^m(a'H-b'). 

Sind die Kanten ungleich, so sind auch diese Hauptträgheitsmomente 
ungleich, und das Trägheitsellipsöid ist. ein dreiaxiges.. 

' 189. Setzt man in der Gleichung (c) für r, 9, J wieder ' 
ncos(n,x); ncos(n,y) und ncos(n,z) 
und bedenkt^ dass (b) . 

ist, so wird die Gleichung (c) 

Q^ = Q^ cos (n, a) ' 4- Q^ cos (n, b) * 4- Q^ cos (n, c) * , • (d) 
welche Gleichung zur Berechnung von Q^ dient 

Sind n, m, 1 drei auf einander rechtwinkliche Richtungen, 
welche sich in dem Punkte schneiden , zu dem die Hauptträgheits* 
momente Q^, Q,^, Q^ gehören, so ist 

oder die Summe der Trägheitsmomente für drei unter sich recht- 
winkliche Axen n, m, 1 ist eine Constante für den Durchschnitts- 
pankt jener drei Axen, was man übrigens schon durch Addition dejc 
Trägheitsmomente , 

/(x'4-y')d.m+ /(x»4-z»)dm+/(y' + z')dmi=2/r»dm 

findet, wo r die Entfernung des Elementes dm vom Ursprünge der 
Goordinaten ist. 

18» 
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Ist die Summe der Trägheitsmomente f&r drei unter sich recht- 
winkliche A'xen, welche sich im Schwerpmikte schneiden, gleich A, 
so ist sie för alle Pmikte , welche anf der Kngelfläche vom Halb- 
messer d am diesen liegen gleich 

A-}-2ma', 
wenn m die Masse des betrachteten Körpers ist. 

190. Für den Mittelpunkt eines geraden rhombischen, homo- 
genen Prismas, dessen Kanten a, b, c find, b rechtwinklich auf a 
und c, während der Winkel a, c = a ist, findet man Zunächst, dass 
eine Hauptaxe parallel b ist. Nennt man diese Axe die der 7, so 
hat Jnan zu jedem Massentheil bei x» 7, 2 einen bei x, — 7, z, 
worans folgt,, dass die beiden Integrale 



ixydm und /yzdm. 



in welchen y vorkommt, Null sein mfissen. Die beiden andern 
Haupta^en müssen daher rechtwinklich auf b« der Ebene a, c pa- 
rallel sein. 

Nimmt man nun die beiden t!oordinatenaxen det x und z 
schiefwinklich, den Kanten a und c parallel; so hat man das Träg- 
heitsmoment für die 7 Axe 

Q^ = ^by y (x^-hz'-l-2xzcos»)8inadxdz 



'2 2 



wo die Masse des Parallelepipeds zfabc8ina = m gesetzt ist. 
Das Trägheitsmoment für die x Axe wird 

, Q^=zrasina y* /(y'-Hz'sina')dydz 

r «_5 1. 

2 2 

= r;r-m(b*4-c*sina') 
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und ebenso . ^ 1 /, » , 2 . a\ 

Um die Lage der Hanptaxep zu finden , ziehe ich in der Ebene, der 
X, z die Linie v, welche mit der Axe der x den Winkel 9 bildet, 
nnd projicire das Element sinadxdy auf diese Linie; die recht- 
winklichen Coordinaten dieses Elementes für die Linie v seien v und 
w. Dann ist die Bedingung der Hauptaxe , dass 

sina / /vwdxdz = 



'//' 



sei , wenn die Integrationen über alle Massentheite des Körpers aus* 

gedehnt werden , wozu man obige Gleichung noch mit b zo millti- 

pliciren hätte. 

Noah^t v = zcos(a — g))-hxc08g) 

w = zsin (a — y) — xsin 9, 

womit obige Gleichung übergeht in 

c' sin2 (a — y) — a' sin 2 9 = 0, woraus 

^ • c^sin2a 

tan29=--j s — , — ,• 

^ c'cos2a + a 

Hieraus ergeben sich zwei Werthe von 2^, nämlich 

2g) und 180" 4- 2 g), 

woraus die beiden Werthe 

(p und 90 4- g). 

Diess sind die Winkel , welche die beiden Hauptaxen mit der 
Axe der x bilden , also mit der Kante a. 

Die beiden Hauptmomente, welche Q^ und Q, heissen mögen, 
ergeben- sich nun einfacher mit Hilfe der Gleichnng (d) aus den 
beiden Momenten Q^ und Q , welche eben bestimmt wurden. Man 
hat 

— -m{b'4-c'sina') = Q| cos 9 '4- Qj sing)', 

-rx-m(b'4-a'sina'-) = Qi cos(a— 9)'+ Qisin(a— 9)' 
zu ihrer Bestimmung. 
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Druck eines sich um eine Axe drehenden Körpers 
auf die einzelnen Lager. 

191. In Nro. 161 ist bereits die Snmnie der Gegen(Jrücke in 
den beiden Fixpankten einer Drehaxe auf einen sich drehenden 
Körper bestimmt durch die Gleichungen (28); jede der beiden 
Componenten X und Y, welche dort bestimmt sind, besteht aas 
der Summe zweier Drücke, welche in den beiden festgehaltenen 
Punkten der Drehaxe die)se erleidet. Setzt man diese 

X^Xt4-Xj undY = Yt+Y,, 
wobei Xi und Y^ dem einen dieser Punkte angehörei) sollen,' Xj 
und Y^ dem andern, so kann man diese einzeln erhalten, wenn man 
die beiden Gleichungen (b) in Nro. 161, welche die Bedingungs- 
gleichungen der Bewegung sind, so combinirt, dass man die s.tati- 
sehen Momente der Kräfte bezüglich der x und der y Axe erhält 
Dabei nehmen wir den Ursprung der Coordinaten, für welche bisher 
nur die Axe z festgestellt war , in. dem einen der festgehaltenen 
Punkte , von welchem der andere um I entfernt sein soll. Hierzu 
bedarf man aber noch zu den beiden Gleichungen (b). einer dritten, 
welche anzeigt, dass die Kräfte auch in der Richtung der z Axe 
der relativ.en, oder hier det absoluten Ruhe entsprechen. Diese 
dritte Gleichung ist 

f^dm-f-h^,dm=0. 

Um die Momente der Kräfte für die y Axe zu erhalten, hat man die 
erste dieser Gleichungen mit der Coordinate z des Elementes zu 
multipliciren und davon die dritte multiplicirt mit % abzuziehen, 
was 

(f^z — f^x) dm 4- (h^z — h^x)dm4-xza)'dm -f-yz — d m =^ 0. 

gibt. 

Addirt man diese Gleichungen för alle M&ssentheiLe dm d^s 
Körpers, so erhält man im ersten Gliede die Summe der statischen 
Momente aller äusseren Kräfte , welche an dem Körper thätig sind 
für die y Axe; diese sei M . 

Die Summe der zweiten Glieder gibt die Summe der statischen 



Droek eines sich nm eine Aze drehenden K9ipers'ete. Ij99 

Momente der Drücke , welche von einem Elemente auf das andere 
ausgeübt werden; da diese je paarweise gleich und entgegengesetzt 
vorkommen , and diese überdiess in eine gerade Linie fallen , so ist 
die Summe ihrer statischen Momente Null. Nur an den Fixpunkten 
der Drehaxe gehören nur die Momente der auf die Axe geübten 
Drücke hierher, während die Gegendrücke auf die Lager ^nicht in 
obige Summe eingehen, da die Läger nicht mehr dem gedrehten 
Körper angehören. Von diesen Momenten ist das des Drackes 
durch den Anfangspunkt der Coordinaten Null und es bleibt daher 
nur X,.! für die Suinme aller zweiten Glieder. 
Hiermit erhält man 

My + Xjl +0)' /xzdm-+- -Tj /yzdm = 0, 
und auf gleiche Weise 

M, - T, 1 ~ «* yV zd m + ^ /xzdm = 0. 

Diese beiden Gleichun^gen bestimmen die Componenten des Drucks, 
welchen die Axen in dem einen Fixpunkte erleiden; die Componen- 
ten des Druckes in dem andern ergeben sich dann aus 

Xt = X Xj ; Y|^ = Y Y} » 
wobei man sich zu erinnern hat, das die X in der Ebene durch die 
Drehaxe und den Schwerpunkt des Körpers rechtwinklich auf der 
Drehaxe, gegen den Schwerpunkt liegen; die Y aber in der Rich- 
tung* normal zu dieser Ebene nach der Seite, nach welcher die posi- 
tive Drehung gerichtet ist. 

192. ist die Drehaxe eine Hauptaxe (Nro. 187) für den Ur- 
sprung der Coordinaten, so sind die Integrale Null oder 



/xzdm = und /yzdm = 0, 



und in diesem Falle sind die Drücke auf die Axe oder umgekehrt 
auf das Lager in der Entfernung l 

M^ M^ 

f ond Y, = -f 

unabhängig von der Bewegung , wogegen die in dem Ursprünge der 
Coordinaten werden 



X, = - -f und Y^ = -T^ 
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' M - . . . 

X« = -P^-ma«.* + Y:' ■ 

Y.--P^ + »9-— p. 

Wirken keine äusseren Kräfte auf den J^örper , so hat man 

der zweite Fixpunkt erleidet keinen Druck , er kann also auch frei 
gelassen werden; geht die Drehaxe, indem sie eine Hauptaxe 
bleibt, auch noch dufch den Schwerpunkt,' so erleidet sie bei der 
Prehobg gar keinen Druck, sie kann also ganz frei gelassen wer- 
delQ, und eine solche Drehaxe heisst desshalb auch eine freie 
A X e. 

193. Geschieht ein Stess auf den Körper, welcher um die z 
Axe drehbar ist, so ist, wenn dieser Stojss rechtwinklich auf die 
Ebene durch die Drehaxe und den Schwerpunkt erfolgt, die Summe 
der Drücke auf die Lager parallel zu der Richtung des Stosses 
(Nro.lTl). 

; Y=-N-ma^ = N--m9|^. 

Q« .dt 

Diese vertheilen sich auf die einzelnen Lager so , dass 

Yjl = Nli 4-0)' /yzdm— — /xzdm, 

wo li die Goordinate z für die Kraft N ist. 

Verlegt man den Ursprung der Coordinaten, so dass die x, y 
Ebene' durch die Richtung des Stosses geht, setzt man also 

z = It 4- z' und 1 = li -f- 1, 
so wird die zweite dieser Gleichungen , weil die z^ x Ebene durch 
den SchwjBrpunkt gellt 

Y,l4 4^Y,T,=NI, 4-a)'y'yzMm-ml,3^-^ Az'dm. 

Zieht man hiervon die erste Gleichung ab, nachdem man sie mit li 
multiplicirt hat, so erhält man 

Y,1,,-YJ, =a)^y;yz'dra- ^y^z'^m, 
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welches die Momentengleichting für diejetzige -Axe der x ist. Soll 
nun die Axe keinen Stoss erleiden, so müssen uaabhängig von co' 

und von V- die Werthe von Y, und von Y^ glefch Null werden. 

Dazu gehört, dass neben der in (Nro. I7l3 anfgesteiiten Bedingung 
noch die weitere erfüllt sein muss , dass die Integrale 



Yyz'dm und /xz'dm 



Null werden, dass also die Drehaxe für den Ponkt, in welchem sie 
von der auf ihr normalen Ebene durch die Stossrichtnng getroffen 
wird /eine Haup^axe sei. 

194. Ein schwerer Thorflügel dreht sich um eine verticale 
Axe ; die Drücke auf die bei^n Angeln , welche ihn halten , zu be- 
stimmen. . 

Den Thorflügel nehme ich der Einfachheit wegen rechteckig 
parallelepipedisch und homogen an ; c sei seine Länge in der Rich- 
tung der Drehaxe, b in der Richtung von der Drehäxe durch den 
Schwerpunkt des Flügels uud a rechtwinklich darauf. Die Dreh- 
axe halbire diö Kante a. Die Masse des Thors sei m. 

Das Trägheitsmoment des Thors für die Drehaxe ist 

Q. = -^m.<b^+a') + m.^' = ^m(4b'4.a'). 

Wird der Thorflügel durch die cop staute Krafl Pg an dem Hebeis- 
arme p gedreht, so wird die Winkelgeschwindigkeit 

dä)_ 12Pp 

dt~iii(4b^ + aO '^• 
und nach dem Satze von der Arbeit der Kraft, wenn man annimmt, 
das Thor gehe von der Ruhe aus 

^m(4b» + a')a,' = Ppg«. 

wenn a der durch Bogen gemessene Drehungswinkel ist 

• Hierbei erleiden die Angeln einen Druck» (Nro. 161 , Gl. 28) 
^ r. 2 12Pbpa 

Wirkt die Kraft Pg an dem Hebelsarme bp ist a sehr klein gegen 
2b, so wird diess-^ahe • 



202 U. Kräfte an einem starren KSrper. 

oder die Summe der Drücke auf die beiden ÄDgeln in der Richtung 
der. Horizontalen durch die Drehaxe gegen den^ Schwerpunkt ist 
so gross , wie der Druck eines schweren Körpers von der Masse 
3Pa. 

Rechtwinklich auf die Richtung der Bewegung und nach der- 
selben Seite hin erleidai die Angeln Drücke, deren Summe 

ist , was für p = b und a sehr klein gegen b in 

äbei;geht. . 

um noch die Drücke auf die einzelnen Angeln kennen zu ler- 
nen, muss deren Lage gegeben sein. Sie seien um >—- über uod 
unter dem Schwerpunkte angebracht. 

• . Nimmt man die, xAxe horizontal parallel der Kante b durch 
den Schwerpunkt, z vertical abwärts in der Drehaxe und y recht- 
winklich auf beide nach der Seite der Kraft Pg, so ist klar,, dass die 
X Axe eine Hauptaxe ist; denn zu jedem x, + z gehört ein gleich 
grosses X, — z und ebenso für y; es müssen also 

/xzdnj = und /xydm==0 
sein. Aber ebenso muss auch 



ß 



yz.dm = 

sein, weil zu jedem x, y ein Element dm bei einem gleich grossen 
positiven und negativen z vorkommt« Die Axen sind daher Haupt- 
axen , und die Bestimmung der Drücke auf die beiden Angeln er- 
gibt sich aus 

XJ, Xj 1, ^ b • 

wo Xi der Druck auf die untere Angel ist. Diess gibt 
.X, = -$mg-r- + iX, 

X, = + imgf+iX. 
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Geht die Kraft Pp darch die Axe der x , so wird 

daher Y^ = + ~ Y und Y, = + ^Y 

oder für die oben aogegebenen VerhältDisse . 

T» = -|pguüdY, = -ipg. 

Jede der beiden Angeln erleidet d^aber einen Druck der Kraft Pg 

entgegen, welcher gleich dem Drucke «iner «cbweren Masse — P ist. 

Hält man den bewegten Thorflügei in einem Punkte auf, wel- 
cher in der halben Höhe des Thors liegt und dessen Entfernung n 
von der Drehaxe durch 

_ Qz _ j_ 4b^H-a^ 
°~ma"6 b . ' 
oder wenn asehi' klein gegen b ist, durch 

■h ■ ■: 

gegeben ist, so erleiden die Angeln keinen Stoss durch das plötz-r 
liehe Aufhalten, vorausgesetzt, dass' diess normal zur Ebene y , z 
geschehe. Geschieht dagegen dai^ plötzliche Anhalten des Thor- 
flügels in der Entfernung b von der Drehaxe, also am- äussern Ende 
des Thorflügels, übrigens in gleicher Höhe, so erleiden die beiden 
Angeln einen Stoss, welcher gleich für jede 



1 T^ A 6b» ^ 



ist und also für sehr kleine a gleich 

Der Druck geschieht in der Richtung der bisherigen Bewegung, 
da M dem entgegen , also negativ sein muss. Der ganze Antrieb, 
welchen eine Angel erleidet^ bis der Thorflügel zur Ruhe gebracht 
ist, ist . • , 



-i/Nd, 



+ 1^'** 



4 b 

wo w (Jie Winkelgeschvindigkeit unmittelbar vor dem Stosse ist 
(Nro. 170 g). 
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Die freie Beweg^n^ eines starren Körpers. 

195. Betrachtet man ein Massenelement dm des starreji Kör- 
peYs, auf welches «ine Kraft fdm, welche ihren Sitz ausserhalb des 
Körpers haben soll, und desshalb eine-äussere Kraft heisst, ferner 
die Resnltirende hdm der Drücke aller übrigen Elemente des Kör- 
pers wirkt, so hat man, wenn x, y, z die rechtwinklichen Coordi- 
joaten dieses Elementes zar Zeit t sind 

d*x 
d m -r~j = f cos (f, x) d m 4- h cos (h, x) d m , 

d*y 
dm-T:4 = fcos(f,y)dm4-hco8(h,y)dm, • (a) 

u t 

d'z 
. dm-r— j = fcos(f,z)dm-hhcos(h,z)dm. 

Q t 

Bildet man diese Gteichungen für jedes Massenelement des Körpers 
und addirt diese zusammen , so dass alle auf die Bewegung nach 
einer Richtung' bezüglichen Gleichungen eine Summe bilden, so er- 
hält man 

'gdm = JP,, (b) 



/; 
/ 



^d«=:sp.. 



dt' 

vro 2P^, SP , SP^ die Summen der Gomponenteo aller äusseren 
Kräfte , welche an dem Eörper wirken , bedeuten. Die Summen der 

inneren Drücke, wie z. B. /hcos(h,x)dm werden Null, weil alle 

diese Drücke paarweise, gleich und direct entgegengesetzt vorhan- 
den 8.ein müssen. 

Die.Coordinaten des Schwerpunktes des Körpers zur Zeit t 
^nd gegeben durch 

m Xq = / X d m , 
my,= /ydm, 

zdm, . ' 



mzo=/z 
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Leitet man diese Gleichnogen zweimal nach t ab, so erhält man 
reehts die Hnken Glieder der Gleichangen (a) und hat also 

Die Beschleunigang des Schwerpunktes nach irgend äiner Richtung 
ist daher dieselb.e wie bei einem materiellen Punkte , welcher die 
ganze Masse m des Körpers enthält, und aufweichen alle äusseren 
Kräfte, welche auf den Körper wirken, parallel zu ihren Richtungen 
einwirken. . 

Beispiel. Dreht sich ein starrer Körper um eine Axe z mit 
der Winkelgeschwindigkeit, welche zur Zeit tgleidhoiist; ist d der 
Abstand des Schwerpunktes von der Drehäxe, so ist die Beschleu- 
nigang des Schwerpunktes in der Richtung von d 

und rechtwinklich darauf 

Sind nun P^ und P die äusseren Kräfte , welche an diesem 
Körper wirken, zerlegt nach d und rechtwinklicli darauf; sind X 
und Y die Drücke des Lagers auf den Körper nach denselben Rich- 
tungen, so i^t mit der Masse m des Körpers nach dem obigen 
Satze^ 

X + P^=~m9a)V 

und Y + P^±=m3^, ^ 

y dt ' 

woraus sich die Drücke ,auf die Axe wie aus den Gleichungen (28) 
in (Nro. 161) ergeben. 

196. Wirken äussere Kräfte nicht auf den Körper, so ist so- 
mit die Bewegung des Schwerpunktes eine geradlinige und gleich- 
förmige, oder er ist in Ruhö. Dasselbe ifet der Fall,, wenn sich die 
äusseren Kräfte auf ein Kräftepaar reduqiren lassen; werden diese 
Kräfte parallel zu sich auf den Schwerpunkt libertragen, so geben 
sie dort eine Resultirende Null. 

Alles, was im ersten Buche über die Bewegung eines mate- 
riellen Punktes gelehrt wujrde , gilt unmittelbar von- der Bewegung 
des Schwerpunktes eines starren Körpers. 
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197. Sind z, r, 9) die Coordinaten eines Massenelemeiitesdin, 
dabei z nach einer constanten Richtung gemessen , r nnd ^ aber 
Poiarcöordinaten in der za z rechtwinkKchen Ebenen, so wird die 
zweite der Gleichungen (13 in Nro. 72) mit den Bezeichnungen 
der vorhergehenden Nummer 

d(4?) f . 

d m — — -r- = f sin (f, z) p d m 4- h sin (h, z) q d m , (c) 

WO p und q die Hebelarme der Kräfte f und h sind, also die Glie- 
der rechts die statischen Momente der Kräfte für die Axe der z. 

Bildet man diese Gleichung. fiir jeden der Massentheile des 
Körpers und addirt alle diese Gleichungen , so erhält man 






WO M^ die Summe der statischen Momente aller äusseren Kräfte für 
die z Axe ist. 



r'-r^ ist die Flächengeschwindigkeit des Elementes dm, und 



d- •' 



die Flächenbeschleunigung. Darnach nennt man die 



dt 
Summen 



. / r'-rrdm und / tt am 

•/dt J ■ Qt - 



die Flächengeschwindigkeit und die Fiächenbeschleuni- 
gung des Körpers, und die obige Gleichung sagt damit, die 
Flächenbeschieunigung eines Körpers für eine beliebige Axe z ist 
dem stati^hei) Momente der äussern Kraft für diese Axe gleich. 

Durch jeden Punkt gibt es eine Axe^ für welche das stati- 
sche Moment ein Maximum ist, es gibt also auch für jeden 
Punkt eine Axe, für welche die Flächenbeschleunigung ein Maxi- 
mum ist. 

Ist das statische Moment für eine. Axe constant gleich Null, 
so ist die Flächengeschwindigkeit für diese Axe oonstant. 
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198. Aa8 den Gleichmigea (a) in (Nro. 195) ergibt sich, 

— hcos (h, x) dm == f cos (f, x) dm — -rji d™ 

und analoge 'Werthe für die andern Axen. Beachtet man, dass 
fco8(f,x)dm die auf das Eiement dm wirkende bewegende Kraft 

d'x 
ist, während -r-^dm die Efifectivkrafb ist, welche sich aas der Be- 

Q t» 

wegong des Elemente^ gibt, welche bei freier Bewegung d«s Ele* 
mentes der ersten gleich sein müsste, so kann man die Differenz 
beider oder — hcos(h,x)dm die verlorene Kraft nennen; -die 
Gleichungen (b) sagen dann, die Summen der verlornen Kräfte sind 
nach den drei Richtungen x, y, z einzeln gleich Null. 
- Die Gleichung (c) in (Nro. 197) gibt dann 

— hsin(h,x)qdm = fsin(f,x)pdm — dm -r 

Q Xt 

das statische. Moment der bei dem Elemente dm verlornen Kraft; 
die Gleichung (d) und die ihr analogen für die andern Axen sagen 
damit, dass die statischen Momente der verlornen Kräfte an dem 
starren Körper für drei aufeinander rechtwinkliche Axen einzeln 
gleich Null sind. 

Beide Sätze- lassen sich endlich in dem d'Alembert'schen 
Principe zusammenfassen: die verlornen Kräfte müssen an 
dem starren Körper im Gleichgewichte sein, 

199» Lässt man die Axen Ox, Oy, Oz durch .den Schwer- 
punkt des Körpers g^hen, und lässt sie sich mit diesem bewegen, so 
dass sie immer parallel zu drei unbeweglichiBn Ajsen 0'x',0'y',0'z^ 
gehen, so hat man um die relativen Bewegungen für jene drei be- 
weglichen Axen zu erhalten, zu den äusseren Ejräften der Bewegung 
nech die entgegengesetzten Führungskräfte der Translation des 
Axensystems zuzusetzen (Nro. 131). Diese sind, wenn a, b, c die 
Coordinaten des Schwerpunkts zur Zeit t in Beziehung zu den un- 
beweglichen Axen sind, für das Element dm 

^ d-'a ■ d'h ^ d^c ^ 

^ ^^m_,-._dm— „ -dm— , und 
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das statische Moment derselb.en Itir die Ox Axe z. B. ist 

., d-'c • , d»b 
-dm^.y + dm— ,z. 

Bringt man diese Kräfte an allen Massentheilen des Körpers aa, 
ond addirt sie, so erhält man das Moment für die Axe Ox. 

• -Wy^°'^dpy"^"' 

was Null ist, da die Axe darch den Schwerpunkt des Körpers geht, 
fiir den jedes der beiden Integrale Null ist. Dasselbe gilt fiir die 
beiden andern Axen. 

Damit erhält man für die mit dem Schwerpunkte beweglichen 
Axen 






'('■.^) 



dm = M,, . (34) 



dt "' 



('■.^). 



dm = M. 
dt •' 



wo r^ , r , r^ äer Entfernungen des Elementes d^ Ton den Axen 
X, y, z bedeuten und y'^^, y^, y^ die Winkel dieser Richtungen r 
mit unbeweglichen Ebenen, die den Axen x, y, z parallel sind 

. Dieselben Gleichungen würde man erhalten, wenn der Schwer- 
punkt festgehalten wäre. Daher der Satz: Die Drehung des 
Körpers um den Schwerpunkt erfolgt, als ob dieser fest- 
gehalten^ wäre, alle Kräfte aber unverändert an dem Kör- 
per bleiben. 

Beispiel. Bei einem Körper, welcher sich um eine feste Axe 
z dreht, ist die Winkelbeschleunigung gegeben durch 
^ ■ ^ do) 

Q.dT = »*.- . 

Die Drehung um den Schwerpunkt erfolgt mit derselben Win- 
kelgeschwindigkeit; um aber diese ^u berechnen, hat man das Träg- 
heitsmoment für die Axe durch den Schwerpunkt parallel zu z 
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wenn m die Masse des Körpers und d die Entfernaag des Schwer- 
punktes von der Drehaxe ist. Da$ Moment der Kräfte für die Axe 
durch den Schwerpunkt ist 

wo Y^ die Summe aller an dem Körper thätiger Kr|lfte, zerlegt 
normal auf z,d ist, einschliesslich des Drucks auC die Axe 
(Nro. 172). Damit ergibt sich für die Beweguog um den Schwer- 
punkt 

was mit dem obigen übereinstimmt, wenn 

ist. Nennt man Y den Druck auf die Axe no^al zu z,9 und 
2P die Sninme. der Componenten der andern Kräfte in dieser Bich- 
tnng, so erhält man hierau-s * . 

wie firüher. 

200. Setzt man die Coordinaten von dm gleich x,. y, z Vpm 
Schwerpunkte aus, so kann man setzen ^ 

r^C08y^ = y undr^sin^^ = z; 

damit wird 2^9x_ ^ _ ^ 

""- dt^^^dt ^dt* 

Setzt man femer co die Winkelgeschwindigkeit um die augen- 
blickliche Drehaxe, und «^, w^, o)^ die Componenten dieser Ge- 
schwindigkeit für die dreiCoordinat^naxen, so geben die Drefhungen 
während der Zeit dt um diese Axen die Verschiebungen von dm 
nach 





X 


y 


z 


co^dt um X 


0, 


— zw^dt. 


-hyw^dt, 


«dt um y 


-f- zw dt, 


0, 


— xwydt, 


co^dtumz 

»Itzmann. tb^oret. 


— yw^dt, 

Mechanik. 


4-xa)^.dt, 


0; 

14 
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inroraas 

dx dy dz 

D^mit wird die Flächengeschwindigkeit nm die x Axe 

dt 
and die FlächepbeschleonignDg gleich 



r_'-f:^ = (y'4-z*)ai^ — «ö^yx — «^zx (*) 



- — ii — -"dfy^-^^C^di-^ydi 

d« V dz dx 



a«^ /^ dz dx\ 

^ — ZX-— (ö I X-; — f-z -r- 1' 

dt »V dt dty 



Setzt man liier für -j- , -r^ und -j- in den letzten Gliedern» 
dt dt dt 

die obigen Werthe , nnd nimmt man schliesslich an » die Hauptaxe, 
deren TrägheitsmAnent Q^ ist , falle in diesem Augenblicke mit der 
Axe der X zusammen, so erhält man fiir die Gleichung (d) in NrO. 197 

wo Q^ und Q^ die andern Hauptträgheitsmomente und 0^, i»,^, m^ 
die Winkelgeschwindigkeiten um sie sind. 
Setzt man hier noch aas (Nro. 189) 
Q^ = Q^ cos (a, x)^ + Q^ cos (b, x) ^H- Q^ cos (c, x) ^ 

so findet man 

dQ 

--P för a, X = , gleich Null 
dt 

und ebenso aus (Nro. 127) 

(o^, = «^ cos (a, x) + «^ cos ^b, x) -h «^ cos (c, x) , 

* . n " 
f&ra-, x = also b,x = c,x = -r- I 

• .' ■ • • ' 

■ d«, d«. d(b,x) d(c,x) I 

w = « und -3— = ^- — «, \^ — <o^ \^ ' I 

» • dt dt *» dt «dt 

Man findet aber für (a»x) = 0, dass eine Drehung um b den Winkel 
c, X um — 7 cd^ dt ändert, und eine Drehung nm c den Winkel (b,x) 
um -f (ög d t ,. woraus 
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"dl^rdT' 
Diess gibt in obige Gleichaog sobstitnirt 

WOZU man die analogen Gleichungen für die andern Axen 

^-7T"*"(^^~^c)«a«c = M,. (35) 

dw^ 



^c-drt(Qi>-QJ>«a«.=M, 



hat. 



201. Die drei letzten' Gleichongen lehren die Winkelgeschwin- 
digkeiten (0^ , 0)^ , »^ zar Zeit t um die drei Hauptaxen für den 
Schwerpinnkt kennen. Nennt naan 

6 den Winkel, welchen die Axe c mit der Axe Oz bildet, 

q> den Winkel, welchen die Dnrchschnittslinie der Ebene a,b 
and der Ebene x^j mit der Axe x bildet, von x nach y gemessen, 

tp den Winkel, welchen eben diese Durchschnittslinie mit der 
Hauptaxe a bildet, von dem Durchschnitte in der Richtung a, b ge- 
messen, so bestinimen diese drei Winkel die Läge der Hauptaxen. 
Es durchschneiden sich nämlich die Ebenen x^ y und a, b ubter dem 
Winkel ö in der durch y gegebenen Linie, derEnotenlinle, und die 
Lage der Ebene a, bist also vollständig bekannt, wenn man noch weiss, 
ob der Winkel g> den aufsteigenden oder den abwäitsgehei^den Kno- 
ten angibt, d. h. den bei dem die Ebene a, b über oder unter die 
Ebene x,y tritt. Wir nehmen immer diejenige Knotenlinie,- von 
welcher an die Ebene a, b auf die Seite der positiven z tritt. In 
der Ebene a,b sind dann die Lag^n von a ünd^ b durch tf^ und 

y 4- V^ gegeben. ' ' 

Mennt man dieKnötenlinie m, die darauf rechtwinkliche in der 
I^bene a,b aber n, so kann man die Drehung des Körpers zerlegen 
in die Drehungen um c, ra und n, und hat 

: (öj^ =^ «^ QQÄ 1/; -— rw,, sin yi, 
(o^^m^sintp-h w^^cos t//. 

. 14 * 
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Dreht man den Körper der Reihe nach am diese Axen, so er- 
geben sich folgende Aenderongen der Winkel : 

Drehang um 0, ^, xp^ 

c gleich w^dt 0, 0, «^dt; 

m „ w^dt w^dt, 0, 0; 

«dt 

n „ 0) dt 0, -^-r-:^, — dacosd. 

* sind . ^ 

Daraas erhallt mau 

d ö = (a^cos t/; — «j^ siu^) d t , 

' sinödy = (co^8ini/;4- «,jCos^)dt, 

dtjj = «^ d t — d g) COS 6 , 

oder »^dt = cöst/>dd-+-sind8ini/;dy, ' 

«ö^dt— — 8ini/;dÖ-l-sindcosi^dy, (36) 

fl)^ d t = d 1/; -f- cosöd y . 

Diese drei Gieichangen bestimmen die Lage der Haaptazen, 
wenn die anfiängliche Lage derselben zar Bestimmang der Cpn- 
stanten der Integration bekannt sind. 

Der SatsB von der Arbeit und der lebendigen Kraft. 

202. ' Fiir jedes Massenelement dm, dessen Geschwindigkeit 
V ist, gilt der Satz 

dm.ydy = fdscos(f,s)dm + hdsoos(h»6)dm, 
wo die f and h dieselbe Bedentang haben, wie in Nro. 16L Bildet 
man «diese Gieichangen für allQ Massenelemente des Körpers and 
addirt sie ^ so werden hier die Arbeiten der Kräfte h paarweise sich 
aufheben, da diese Kräfte immer paarweise entgegengesetzt und 
an Punkten angebracht erscheinen, deren Entfernung sich nicht 
ändert. Man erhält daher aus bbiger Gleichung 

J Aldm:-hJ A*odm=iyPcos(P,clß)ds, (37) 

wo sich links die Integrale auf alle Massentheile des Körpers be- 
ziehen und rechts die Summe der Arbeiten der äusseren Kräfte auf 
dem Wege steht, auf welchem sich die Geschwindigkeit Vq des 
Elementes d m in v ändert. 






Die freie Bewegung eines starren Körpers. 213 

Man, nennt die Summe der lebendigen Kräfte aller 
Massentheile eines Körpers dje lebendige Kraft des 
Körpers (Nro. 164). 

Damit sagt obige Gleichnng : Die Zunahme der lebendi- 
gen Kraft eines Körpers ist gleich der Summe der Arbei- 
ten aller äusseren Kräfte'während dieser Bewegung. 

Sipd äussere Kräfte nicht vorhanden, so ist die lebendige Kraft 
des Körpers constadt. 

Man kann die lebendige Kraft eines sich drehenden Körpers 
durch die Hanptträgheitsmomente aasdrücken. Ist Q das Träg- 
heitsmoment für die augenblickliche Drehaxe, und co die Winkel^ 
geschwindigkeit für diese , so ist ' 

Q = Q^ cos (a, w) ' 4- Q^, cos (b, co) *+ Q^ cos (c, «) ' 
und 

(o^ = fl) cos (a, cö) ; fti,^ = aicos(b,.«); o)^ = « cos (c, «) , 

woraus die lebendige Kraft des Körpers 

i-Q«»= -[[Q.a.J + Q,«,'+Q.Q.'J. (38) 

Beispiel 1. Ein schwerer, homogener Cylinder rollt über eine 
schiefe Ebene herunter. Die lebendige Kraft desselben anzugeben. 

Die Ai^e des Gylinders ist hierbei horizontal , und das Rollen 
erfordert, dass in jedem Augenblicke die Drehung um die jedes- 
malige Eierührungsllnie des Cylinders und der schiefen Ebene er- 
folgt. > Ist 0) die Winkelgeschwindigkeit dieser Drehung, und Q das 
Trägheitsmoment des Cylinders fßr diese BeriihruDgslinie, so ist die 
lebendige Kraft 

YQa)*= — T— mr'-f-mr*^(»' = — mr'wS i 

wenn m die Masse des Cylinders ist. Ist nun anfänglich die Win- 
kelgeschwindigkeit cöo , und CO wenn der Cylinder um die verticale 
Tiefe h herabgerollt ist, so i^t nach dem Satze von der Arbeit 

3 

jrar*((ö* — 0)/) i= mgh . 

Für einen gleitenden Cylinder, für welchen Vg .= r «^ und v die End- 
geschwindigkeit ist , hätte man 
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Yni(v*-v„») = mgh, 
oder.beini Aasgehen von der Rabe, beim Rollen 

beim Gleiten v*=2gh. 

Beispiel 2. Ist der herabroUende Körper eine bomogene Ksgel, 
welche sich um eine horizontaile Axe dreht, d/e der schiefen 
Ebene parallel ist, so ist ihre lebendige Kraft beider Winkelge- 
schwindigkeit 0» and dem Halbnaesser r. 

7 



10mr»«\ 



and daher wie oben 



7 
— mr*(«*o-«') = mgh. 



Die FläQhengeschwittdigkeiten. 

203. Sind diese für drei anter sich rechtwinkliche Axen 
Ox, Oy, Oz zur Zeit t 

F , F^, F., 

so lässt sich immer ein Kräftesysten^i denken, das in der beliebigeo 
Zeit t dem Körper vom Rahezastande ans bei constant bleibendeD 
statischen Momenten M^, M^, M^ obige Flächengeschwindigkeiten 
ertheilt, d. h. man kann immer 

setzen und daraus die drei M9mente bestimmen (Nro. 197). 

V Diese Kräfte geben ein Maximum des statischen Momentes H, 

das nach Grösse und Richtung aus . 

M^ = M cos (M, x), My = M cps (M, y), M^^ = M cos (M, z) 

als die Diagonale des Parallelepipeds überM^., M^ und M^ bestirömt 
ist (Gleichung 31 in Nro. 174). Diesem Maximum des Momentes 
muss ein Maximum der Flächengeschwindigkeit 

• F=oMf •• ■ • ' 
entsprechen, Welches hiernach ebenso durchs 
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F^ = Foo8(F,x); Fy = Fco8(F,y); F^ = Fcos(F,z) (39) 

nach Grösse and Richtung bestimmt ist. 

Man hat also für jede Bewegung eines Körpers in irgend einem 
Augenblicke eine Axe des Maximums der Flächengeschwindigkeit» 
und diese ist durch (39) bestimmt nach Grösse und Kichtung. Sie 
wird im Allgemeinen in jedem Augenblicke eine andere Grösse und 
Richtung haben; auch wird man für jeden Augenblick nach Nro. 175 
die Lage des Punktes bestimmen köpnen , für welches dieses Ma-- 
ximam der Flächengeschwindigkeit den kleinsten Werth hat. Die 
Axe dieser Flächengeschwindigkeit hat man die Centrai^i^e 
genannt. 

Sind keine bewegenden Kräftie vorbanden, so sind di« Fl&cheo» 
geschwitidigkeiten F^, F^, F^ constant (Nro. 197). Hier ist also 
die Axe des Maximums der Flächengeschwindigkeit ebenfalls von 
constanter Richtung und das Maximum der Flächengeschwiodigkeit 
constant. 

204. SindQ^, Q^^, Q^ die Hauptträgheitsmomente des Kör- 
pers für einen bestimmten Punkt, so gibt die Gleichung (a) in 
(Nro. 200), wenn man x nach der Reihe mit den Hauptaxen a, by c 
zusammen fallen lässt, die Flächengeschwindigkeiten für diese drei 
Axen 

Q.«,, Qb«b' ^c^c' 

indem für die Hauptaxen die Integrale /yxdm; /zxdm gleich 

Null werden. Damit findet man das Maximum der Flächenge- 
schwindigkeit nach der vorhergehenden Nummer 

und die Richtung der Axe dieser Geschwindigkeit gegen die drei 
Hauptaxen 

cos(F,a)=^, cos(F,b) = -V^; cos(F,c)= -^ • 



Bewegung eines Körpers, auf welchen keine Kräfte wirken, 
205. Der Schwerpunkt bewegt sich gerafliinig und gleich- 



förmig. 
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Die Axe des Maximums der Fläcfaengeschwindigkeit am den 
Schwerpunkt 'hat eine constante Richtung, oder die. Ebene der 
grössten Flächengeschwindigkeit ist unveränderlich, wie die grösste 
Flächengeschwindigkeit selbst. Beide lassen sich durch die For- 
meln der vorhergehenden Kummern bestimmen. 

t>ie Winkel, welche die augenblickliche. Drehaxe mit den 
Hauptaxen bildet, sind 

0^ 0». ^ (ö • . 

— = cos (o), a) ; — = cos (o), b) ; — = cos («, c) , (a) 

.0) a> • . 0) 

wo, 0) die Winkelgesohwindigkeit qin diese Axe tt^d die Richtung 
der Axe vorstellt. 

Das Trägheitsellipsoid für den Schwerpunkt hat die Gleichung 
l=Q.x» + Q,y' + Q,z» . . (b) 

bezogen auf die Hauptaxen a, b, c. 

Sind x', y', z' die Goordinaten des Punktes , in welchem die 
augenblickliche Drehaxe dieses Ellipsoid durchdringt, und i6t 1 die 
Entfernung dieses Punktes von dem Mittelpunkt des Ellipsoides 
oder dem Schwerpunkte, so ist , 

iL-^. yl-!!iL. il-^. • 

1 0) 1 0) 1 00 

Die . tangirende Ebene an das TrägheitseUipsoid in diesem 
Punkte hat die Gleichung 

Q^xx^-f-Q,yy'-hQ^zz'=^l, 

^»'®»^-^-Qb«by + ö,« Z=-y, . (c) 

während die Gleichung der durch den Schwerpunkt gelegten! Ebene 
der grössten Flächengeschwindigkeit 

Qa^a^ + Qb«by^Qc«c2 = ö : (^) 

ist. Diese beiden Ebenen sind daher parallel. 

Der Körper dreht sich daher zu irgend einer Zeit um eine Axe, 
welche der anveränderlichen Ebene der grössten Flächengeschwin- 
digkeit conjpgirt ist, diese Ebene als Diametralebene genommen. 
Ist diese augenblickliche Drehaxe nicht eine der Axen des Ellip- 
soides , der Hauptaxen de& Körpers , so ändert di« ihr coiijagirte 
Diametralebene durch die Drehung ihre Lage im Räumte; die 
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Ebene der girössten Flächengeschwindigkeit ma&s aber ihre Lage 
behalten; es wird also im nächsten Augenblicke die angenblicklicbe 
Drehaxe eine andere sein. 

Ist dagegen die. augenblickliche Drehaxe eine Hanptaxe des 
Körpers, so steht die conjngirte Diamentralebene rechtwinklich auf 
ihr ; sie bleibt daher bei der Drehung in ihrer Lage, und die Haupt- 
axe bleibt Drehaxe ; die Hanptaxen dnrch den Schwerpunkt heisren 
desshalb auch permanente Axen der Drehung, oder auch 
freie Axen (Nro. 192). 

Der Satz über die lebendige Kraft (Nro.202) sagt, däss die 
lebendige Kraft hier, wo keine Ejräfte wirken, constant ist, oder 
dass 

Qj .ai^ = co&stant, 

wo Qj das Träglieitsmoment für die augenblickliche Drehaxe ist. 
Aus dem Trägheitsellipsoid hat man aber (Nro. 167) 

daher co 1 ^ 

— = constant, 

oder die Winkelgeschwindigkeit ist der Länge .der augenblicklichen 
Drehaxe innerhalb des'Trägheitsellipsoides proportional. 

Nennt man F das constaute Maximum der Flächengeschwin- 
digkeit, so ist 

Damit ergibt sich die Entfernung der Ebenen (c) und (d) 

CO 

welche somit ebenfalls constant ist. 

. Denkt man sich eine tangirende £bene an das Trägheitsellip- 
soid dort, wo dieses von der augenblicklichen Drehaxe durchschnit- 
ten wird , so ist diese immer parallel der unveränderlichen Ebene 
der grössten Flächengeschwindigkeit und dabei immer in gleicher 
Entfernung vom Schwerpunkte. Der Körper bewegt sich dah^r so, 
<^6s sein Trägheitsellipsoid für den Schwerpunkt diese feste Ebene 
immer berührt, und da die augenblickliche Drehaxe durch den jedes- 
maligen Berührungspunkt geht, so rollt das Trägheitsellipsoid über 
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diese Ebene. Die Greschwindigkeit, mit der dieses Rollen gescbiebt, 
is(t immer der Länge des Halbmessers des EHipsoides der nach dem 
Berührangspunkte geht, proportional 

Dieses Bild der Bewegung eines Körpers nm seinen Schwer- 
pnnkt verdankt man Po insot. Eine vollständige analytische Be^ 
Stimmung der Bewegung eines starren Körpers, auf den keine Kräfte 
wirken, hat Jacobi in Grelles Jourtial für Mathematik, Band 39 
Seite 293, gegeben! . 

Die hier betrachtete Bewegung ist die eines starren Körpers, mit 
welcher dieser der Trägheit zufolge eine erhaltene Bewegung fortsetzt 

Ist das Trägheitsellipsoid ein Rotationsellipsoid, so berührt 
dieses EUipsoid die tangirende Ebene nach und nach in einem Pa- 
rallelkreise um die Axe seiner Figur; dann wird die Winkelge- 
schwindigkeit m constant, und die augenblicklichen Drehaxen liegen 
in einem geraden Kegelmantel um die Axe der Figur des EHip- 
soides; diese Axe selbst wird einen geraden Kegel um die Axe der 
grössten Flächengeschwindigkeit beschreiben. 

206. Ein unmessbar kurz dauernder S tos s P ertheilt dem 
Schwerpunkte des Körpers eine in der tlichtung des Stosses lie- 
gende Geschwindigkeit, für welche. 

mv=:/pdt 

ist, wo m die Masse des Körpers und das Integral über die ganze 
Dauer des Stosses ausgedehnt ist. 

Das grösste Moment der Kraft P fär eine durch den Schwer- 
punkt gehende Axe gehört der Axe an , welche auf der Ebene 
O P rechtwinklich steht. Diese Axe ist daher die Axe der gröss- 
ten Flächengeschwindigkeit, welche nach dem Stosse constant 
bleibt. Am Ende des Stosses wird sich der Körper um den Halb- 
messer des Trägheitsellipsoides drehen, welcher der Ebene OP 
conjugirt ist. Die nach dem Stosse constante grösste Fläcben- 
geschwindigkeit findet man 

F = p/Pdt, 

wo p der Hebelarm der Kraft P ist, von welchem angenommen 
wird, er.ändere sich während des unmessbar kurz dauernden Stosses 
nur unmerklich. 
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Ferner ist 



a)Qj = p6in(p,l) /Pdt, 



oder wegen o — J- ' 

mit dem obigen « i . / ,\ 

die constante Entferniing der tangirenden Ebene an das Trägheits- 
ellipspid von dem Schwerpunkte. ' 

Nach dem Stosse bewegt sich der Körper, wenn andere Kräfte 
nicht wirken, nach den Sätzen der vorhergehenden Nummer fort. 

207. Geht die Resultirende der Kräfte immer durch den 
Schwerpunkt, so bestimmt sich die Bewegang des Schwerpunktes 
wie die eines einzelnen Punktes. Die Drehung um den Schwer- 
punkt ist die, welche der Trägheit der Masse allein zukommt, 
welche in Nro. 205 betrachtet ist. 

208. Sind zwef Hauptazen des Körpers einander 
gleich, z. B. Q^ = Ol,, so reducirt sich die letzte der Gleichungen 
(35) in Nro; 200 auf ^ 

d 0) 

. • ««17 = '^- 

Gehen die Kräfte, oder ihre Resultirende, wenn sie eine solche 
haben , alle durch die Axe c , so ist «^ constant, Diess ist der 
Fall bei der Erde ; die Anziehung der Sonne, des Mondes, der Pla- 
neten gehen immer durch die Erdaxe; es ist also die Umdrehungs- 
geschwindigkeit der Erde um ihr^ A;xe , die Dauer des Sterntags, 
constant. 

Drehung eines schwören Kört^rs nm einen unbeweglichen Punkt 

209. Der grösseren Einfachheit wegen nehmen wir an', zwei 
der Hauptträgheitsmomente des Körpers Q^ und Q^ seien fUr den 
Fixpunkt einander gleich , und der Schwerpunkt des Körpers liege 
in der dritten Axe, welche wir von dem Fixpunkte, der heissen 
mag, durch den Schwerpunkt; ziehen. 9 sei dör Abstand des 
Schwerpunktes von Q. 
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Wirkt nnr die Schwerkraft auf den Körper, so ist die Winkel- 
geschwindigkeit für die Axe c oder 

co^= cpnst. (a) 

Sind die beiden Winkelgeschwinqligkeiten um die beiden an- 
dern Hauptaxen a nnd b zur Zeit t gleich ao^ und fo^ ; sind diese zur 
Zeit gleich (ca^ und ((o^\ , so gibt der Satz über die Arbeit 
(37 und 38 in Nro. 202) die Gleichung 

yQ,K'+co,^-(a,Jo'-KL'J = mga(co8eo--cose>, (b) 

wo m die Masse des Körpers bedeutet und 6 und 6q die Neigungen 
der Axe c gegen die vertical aufwärts gehende z A'xe zu den Zeiten 
t und sind. 

Führt man die )Vinkel der (Nro. 20,1) ete, wo y der Winkel 
ist, welchen die Verticalebene c,z mit einer unveränderlichen Verti- 
calebene bildet, und t^ der Winkel der Normalen der Elbene c, 2; mit 
der Hauptaxe a, wobei der Winkel q> in der Richtung der positiven 
Drehung genommen sein soll, die !P{ormale zu c,z aber der auf- 
steigende Knoten, und also -der in der Richtung a,b gemessene 
Bogen tp von jener Normalen zuerst nach der Seite der positiven 
2 aufsteigt^ so hat man 

Damit wird die Gleichnng (b) 
Q^[(^)' + 8ine'.(^)'=2iDg3(co8eo -cos») + 

Sind anfänglich — und -^ gleich Null,..d. h..hat anfänglich die 

Q L u t 

Axe c keine Bewegung, so zeigt diese Gleichung, dass cosOo— cosd 
immer positiv sein muss, dass also der Schwerpunkt des Körpers in 

der Zeit t tiefer gesunken ist, wenn nicht 3- nnd ~ gleich Null 

dt dt 

sind, oder neben dem ersten sin^== ist, in welchi&m Falle die Axe 

c vertical steht und also der Schwerpunkt unterstützt ist. 
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Die freie Bewegong eines fitarren Körpers. 121 

Ist aber die anfängliche Drehung der Verticalebene c, z, welche 
ist, nicht gleich NuU, so kann kleiner werden als Bq , der 



Schwerpunkt des Körpers kann aufwärts steigen. 

Eine weitere Gleichung gibt die Betrachtung, dass das stati- 
sche Moment der Schwerkraft für die z Axe gleich Null ist, also die 
Flächengeschwindigkeit' fdr diese Axe constantsein muss. Da man 
Flä€heogeschwindigkeiten wie statische Momente und wi& Kräfte 
zusammensetzen kann, so findet man die Flächengeschwindigkeit für 
die z Axe, wenn man die Fläcbengeschwindigkeiten um die a, b, c 
Axen je mit den Cosinus der Winkel (a, z) , (b, z) , (c, z) maltipli- 
cirt und diese Pröducte addirt. Diess gibt die Flächengeschwindig- 
keit für die z Axe 

Q^ ft)^ cös (a, z) -h Q^ (o^ cos (b, z) + Q^ ©^ cos (c, z) = 

= Q^ (o^ COS0 ■+■ Q^ sin 6 (oi^sin t^ -f- o»,^ cos i/;) = 1 , 

wo 1 eine Gonstante ist. 

Setzt man aus (36 in Nro. 201), 

fo^sintp-h (o^co&tp = sm 6 -~- , 

so wird diese Gleichung 

Q.«.(co8e,-coi«) = Q.[8infl» i|-sme»,(^)J. (d) 

Hat der Körper eine anfängliche Drehung erhalten, ohne dass 
die Verticalebene c, z eine anfängliche Bewegung hat, ist also 



m-' 



: , so wird die eintretende Drehung dieser Verticalebene 
immer dasselbe Zeichen haben wie 

«^(oos^o — cosd) « 

und wird also mit (o^ gleich gerichtet sein , wenn der Schwerpunkt 
sinkt, dagegen dem entgegen, wenn der Schwerpunkt durch eine 
anfängliche Bewegung der Axe c aufwärts steigt Hat die Axe c 
keine anfängliche Bewegung^ so fängt der Schwerpunkt an zu sin- 
ken, und diess veranlasst eine Drehung der Verticalebene^ c, z in 
dem Sinne, in welchem der Körper um die c Axe rotirt, rechts 
oder links, wenn diese Rotation rechts oder links ist. 
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Die dritte der Gleichangen (36 in Nro. 201) ist 
dl/; ^do) 

dt '^ dt 

^ ist die Geschwindigkeit , mit welcher sic(i die Linie a, welche 
dt 

mit dem Körper fest verbunden ist, von der Normalen auf c, 2, der 

Linie des aafsteigenden Knotens entfernt. Diese ist, wie man sieht, 

wenn die Axe c keine anfangtiche Bewegung erhalten hat , und also 

ö^ und -p einerlei Zeichen haben , wenn 6 ein spitzer Winkel ist, 

kleiner als co^, grösser, wenn ein stuinpfer Winkel ist' Die Kno- 
tenlinie trifft daher nach und nach Punkte in der Ebene a, b, welche 
in der Richtung der Drehung w^ liegen, wenn der Schwerpunkt des 
Körpers oberhalb liegt, oder Punkte, welche in der entgegenge- 
setzte^ Richtung der Drehung co^ liegen , wenn der Schwerpunkt 
des Körpers unterhalb des Fixpunktes liegt. Im ersten Falle 
sagt man, die Bewegung der Knotenlinie in der Ebene a, b sei 
direct, im zweiten retrogri^d. 

210. Ist B constant', so ist aus (d) 

dcp . 

-i = constant , 
dt 

d: h. die Verticälebene c, z dreht sich mit gleichförmiger Geschwin- 
digkeit, um den Werth dieser Geschwindigkeit zu bestimmen , ist 
aus (36 m Nro. 201) 

./»..^9> .^ dcp 

fo^=z sm 6 sintp -z^-; w. =smdcosii/^, 
* /^ dt »» . ^ dt 

und dw^ ^^^ dcß dif/ 

dt ^ dt dt ^ dt 

Sobstituirt man diese Werthe in die erste der Gleichungen 
(36 inNro.200),T<^o 

Mj^ = mg 9 sin öcpsi/; 

ist, so erhält man 
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wobei aber Q^ da^ Trägheitsmoment för den Schwerpunkt bedeutet^ 
da die Gleichungen (35) sich auf diesen beziehen. Diess gibt mit 

Man erhält hieraas ' 

dy^ Qc^c ,Y( Qq^. V rng9 

dt 2Q^cose- V2Q^cos»>' ft^cosö ^^ 

als die Geschwindigkeit, mit welcher sich die Verticalebene c , z 
drehen mnss, wenn die Neigung 6 gleich (c» z) erhalten blei- 
ben soll. 

Man sieht, dass zwei solcher Winkelgeschwindigkeiten immer 
möglich sind, wenn cos 6 negativ ist, also der Schwerpunkt unter- 
halb des Fixpuoktes liegt; dass aber, wenn der Schwerpunkt über 
dem Fixpunkte liegt, eine bestimmte Drehgeschwindigkeit w^ noth- 
Tv^ndig ist, um die Axec in constanter. Neigung gegen die Verticale 
z zu erhalten. Ist ß ein rechter Winkel and also die Axe c hori- 
zontal , so gibt die Gleichung (e) unmittelbar 

dy_mg3 
dt""Q;^/ 
Dieäe Drehgeschwindigkeit der Verticalebene wird daher nm so 
kleiner, je grösser die Drehgeschwindigkeit ta^ ist. 

Ist «^ sehr gross, so gibt für jeden Winkel 6 die Gleichung f 
die beiden Näherungswerthe 

^•"«' und "«9 



Q^COSÖ Qc®c 

Die letzte dieser Drehungen ist die , welche man an dem Kreisel, 
dem. Bohnen berger 'sehen Maschienchen ; dem Gyroscope etc. 
.beobachtete ' 

211. Man kann sich das aus der Trägheit der rotirenden 
Masse ergebende Moment, welches bei dieser Bewegung dem Mo- 
mente der Schwerkraft entgegenwirkt und so die Erhaltung des 
Winkels bedingt, leicht anschaulich machen, wozu ich der Ein- 

fachheit wegen d =;= — setze. 
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Betrachtet nian eine Scheibe des rotirenden Körpers , welche 
normal auf der Hauptaxe c steht, and in dieser em Massenelement 
dm, dessen Lage durch seine Entfernang von der Axe c gleich r, 
und. den Winkel Xj welchen r mit deni horizontalen Halbmesser der 
Scheibe. bildet, gegeben ist; so wird dieses Element vermöge der 
Rotation am die Axe c in der Zeit dt um co^ dt fortgeführt, so dass 
der Winkel x gleich ^-f-cö^dt wird. Durch die Drehung der 
Ebene c , z um dilB Yerticale z würde dieses Element vermöge der 
Beharrung in der Zeit d t um 

— rrJfcosydt 
dt '^ 

ans der Ebener, x ^^^ Zeit t parallel mit c heraustreten ; da es 
aber fest mit der, Scheibe verbanden ist, so kommt es in dieser 
Richtung nur durch den Weg 

' ~-^rco8(x-hto,dt)dt, 

und erleidet daher in der Richtung von c eine Verschiebung ds, 
welche die Differenz dieser beiden Wege ist, «oder wenn man die 
höheren unendlich Kleinen vernachlässigt 



ds= -T?^« rsinvdt'. 
dt ® ^ 



Diese Verschiebung in der Zeit dt zu bewirken , erfordert eine 
Kraft in der Richtung von c gleich 

2ds „ <Jy . j 
dm . ^-^ = 2« -T^rsmydm 
dt' Mt ^ 

♦ 
und mit derselben Kraft drückt daher das Element dm an der 

Sciheibe der Richtung c entgegen. 

Man sieht, diese Kräfte haben für alle Elemente dm.entgegen- 
gesetzte Zeichen für x zwischen und n und für ;^. zwischen tt 
and 2 TT. 

Das statische Moment dieser Kräfte für die verticale iixe wird 
Null, dagegen hat man für die horizontale Axe^ welche rechtwinklich 
auf c steht, die Summe der Momente 
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weil da« TrägheitsmomeDt einer Scheibe jfar die auf ihr normale Axe 
gleich derSamme derTr^Heitsmömente für die in der Scheibe sich 
rechtwinklich kreuzebden Axen ist 

Soll die Axe hortzontal bleiben, 30 muss dieses'Moment und 
das statische Moment des Gewichtes zusammen NuUsein, odei* 

welches wieder die Gleichung (h) ist. 

Man sieht auch leicht aus dieser Dai^stellung, dass eine dem cn^ 
gleich gerichtete Drei^ung um di(ß Yerticale , welche grösser als 

mg8 

ist, ein statisches Moment hervorruft, welches den Schwerpapkt er- 
hebt, während eine dem co^ entgegengesetzte Drehung der Vertical- 
ebene c, z das Sinken des Schwerpunktes mir beschleunigen kann. 

212. DiQ augenblickliche Dreh^xe bei dieser Bewegung Ijegt 
in der Ebene c, z; bildet sie mit der Yertlcalen den Winkel a, so 
ergibt sich ihre Lage durch Berechnung der Geschwindigkeit in ihr, 
welche Null sein näuss. Man findet so 

-T^j5ina=:((»^sin(d — a), woraus 



talia== *" 



<o^ sin ß 



-T~ 4- w cos 6 
dt « 

Die Bewegung kaolli immer betrachtet werden , als rolle ein 
mit dem Körper fest verbundener Kegel von der Oeffnung ^ — a 
auf einem unbeweglichen Kegel von der Oeffnung er. 

213. Die Dauer einer ganzen Umdrehung der Verticalebene 

' ^^ 

+ 11' ^ 
, . . -dt 

wo der Nenner immer positiv zu nehmen ist. Für sehr kleine 

Werthe von «^ erhält man den genäherten Werth aus (e) 

Holtxmaan, tbeoret. Ifechaaik. ]5 
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5? = + \f - °°8^ ' = + \f- _L_ 
t - V Q,co8« - ^ Ico««' 

~ V Q« 



wo i_'V/«>«<^ 



nnd die ünlanfszeit 

lco&4 



,,V-i 



g 

gleich der eines conischea Pendels von der Länge I, das einen 
Regel von der Oeffnnng 6 beschreibt, welches ein stumpfer Winkel 

sein mns^. - Setzt man den ^genäberten Werth von —- in das 

dt 

zweite Glied der Gleichung (e) , indem man zugleich ^^ für tt — d 
setzt, so erhält man einen genaueren Werth 



"dt — IcosÖ,- Q^cosö, ^ Ic 



Icos^i *• 

welcher zeigt, -dass die ümlaufszeit grösser oder kleiner wird als 
die für das einfache conische Pendel, je nachdem das physische 
Pendel in der Richtung des Umlaufs oder dem entgegen rotirt , wo- 
bei aber zu beachten ist , dass wir die Axe der z verticsd aufwärts 

genommen haben und darnach das Zeichen von -r^ zu beurtheilen ist. 
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Drittes Buch. 
Kräfte an einem Systeme von lHassen. 



Gleichgewicht eines Massensjstems. 

214. Id (Nfo. 29) ist gezeigt, dads Kräfte an einem einzelnen 
Puakte im Gleichgewichte sind, wenn sie flir jede Verscbiebnng 
dieses. Punktes die Arbeit Mnll geben; in (Nro.32) ist dann gezeigt, 
dass Gleichgewicht stattfindet, wenn für -drei nicht in einer Ebene 
liegende Verschiebungen die Arbeiten gleich Null sind. Diese Ver- 
schi^bangen nimmt man dabei unendlich klein , um von den Aende- 
rungen in den Richtungen der Kräfte und in ihren Grös&en, welche 
durch die Verschiebungen hervorgebracht >erden, unabhängig 
zu sein. 

Sind in n Punkten n Massen vorhanden, welche gegenseitig 
auf einander durch Kräfte wirken-, und auf welche noch beliebige 
Kräfte, welche ausserhalb dieses Systems ihren Ursprung haben, ein- 
wirken, so wjrd jede dieser n Massen im Gleichgewichte sein, wenn 
für jede nachgewiesen ist, dass für drei nicht in einer Ebene lie* 
gende , unendlich kleine Verschiebungen dieser Masse die Summe 
der A.rbe{ten alier sie angreifenden Kräfte Null ist, was alsa 3n 
Bedingungen des Gleichgewichts geben würde. 

215, Sind zwei dieser Punkte durch ihre Verbindung gezwun- 
gen, in gleicher Entfernung von einander zu bleiben , so reduciren 
sich die Bedingungen des Gleichgewichts für diese beiden Punkte 
von sechs auf fünf. Die willkührlichen Verschiebungen lassen sich 
hier auf fünf zurückfuhren. Heisst der eine Punkt A, der andere 
B, ßindX;^ Y, Z^die.Coraponenten der Kräfte in A nach drei auf 

15» 
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einander recbtwinklichen Goordinatenaxen Ox, Oy,.Oz; ebenso 
X', Y', Z' die Gompoüenten in dem andern Punkte B; sind x, y, z 
die Goordinaten vonA; x^ y', z' die Gpordinaten vonB; ^x, dj^Sz 
die Projectionen der Verschiebung von A and dx\ Sj\ Sz^ die Pro- 
jectionen der Verschiebung von B, so ist die Bedingung des Gleich- 
gewichtes 

Xix-\'YSy-\-Zdi-^-X'dx'-hYSf-hZdz'=^0. (a) 
Dazu ist ' 

(x'-x)*4-(y'-y)'4-(z'-z)*==.P= constant; 
daraus 

(x'-x) ((Jx'--(Jx) -J- (y'-y) (Sf-iy) + (z'-^) (iz'-Jz) = 0, 
woraus z. B. 

(z'-z>3z =^ (js'-^)(ix^-3x) -h (y'— y)(iy'-<Jj)-h (z'.-z)az'. 
. Von den sechs Verschiebungen der Punkte A und B sind daher 
nur noch fünf wiÜküfarlieh und die sechste durch die fünf andern und 
die Länge der Linie bestimmt. Damit zerfällt die Gleicbang (a) 
in die fünf Gleichungen 

z' — z z' — z 

X'-h ^^Z = 0;Y' + ?l^Z = OundZ'-hZ = 0, 
z' — z z' — z 

oder X-hX' = 0; Y-hY' = 0; Z-hZ' = Ound 

(z' — z)X--(x'-x)2==0; (z'--z)Y-(y'-y)Z = 0. 

Die ersten drei. dieser Bedingungen sagen, dass die Resni- 
tirende der in A wirksamien Kräfte gleich und entgegengesetzt der 
Re&ultirenden in B ist, und die beiden letzten jsagen, dass .diese 
R«sultirenden in die Richtung der Linie AB fatlen. Diellesolti- 
renden an beiden Ehdea der Linie AB sind also gleich gross und 
direct entgegengesetzt ; sie sind* also im Gleichgewichte. 

Es findet also hier. Gleichgewicht statt, wenn fiir jede der fünf 
zulässigen Verschiebungen die Summe der Arbeiten der Kräfte 
gleich Null ist- 

216. Tritt zu den beiden Punkten ein dritter mit diesen starr 
verbundener, so sind von den necfn willkührliohän Verschiebungen, 
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auf i^elchiB sich jede Versobiebung dreier ei&zelqer Paukte zurück- 
fohren lässt, drei wegen der gegebeneD YerblnduDgen durch die an- 
dern bestimmt, und' es bleiben also nur sechs solche Yerscbiebungezi 
willkQhrlich. Tritt ein vierter Punkt zu diesen dreien , welcher mit 
ihnen die Ecken eines starren Tetraeders bildet, so kann dieser 
nicht verschoben werden, ohne die drei Eckpunkte der Basis zu ver^ 
schieben, und jede Yerschiebung dieser gibt auch eine bestimpite und 
nicht mehr.willkfihrliche Verschiebung der Spitze. Die Zahl der 
willkühflichen Verschiebungen bleibt daher sechs, und das Gleiche 
findet statt, wenn noch' mehr Punkte starr mit diesen Vieren ver- 
bunden werden. Sind daher die Arbeiten der an den Punkten eines 
starren iäystems wirkenden Kräfte für 3echs von einander unab- 
hängige Verschiebungen des Systems Null , so sind sie diess auch 
für jede Verschiebung, welche dieses System ^lässt. 

In.(Nro. 129) ist gezeigt, dass man jede solche Verschiebung 
auf drei Translationen nach drei willkührlich gewählten Coprdina- 
tenaz^n und auf drei Drehungen um diese zurückfuhren kann. Man 
erhält mit den Bestimmungen d^r genannten Nummer die Bedin^- 
gung, dass die Summe d^r Arbeiten für diese Bewegung Null sein 
soll, wenn Xj Y, Z die Gomponenten der am Punkte x,.y, z wirk- 
samen Kräfte sind ^nd mit Sx, Jy, ^z die Verschiebungen nach den. 
drei Coordinatena^en bezeichnet werden, mit Sca aber die Drehung 
um eine willkührlich gewählte Axe co, 

4x2K-hiySY-\-SzSZ-hd<ocC(s((a,x)2(Zy — Yz)'h 

-h*fticos(ai,y)5(Xz — Zx) + d«cos(a),z):?(Yx — Xy)=i=0, 

welche Gleichung wegen der Willkührlichkeit von Jx, Sj^^z, dw 

und -der Neigting. von <o in die sechs Gleichungen 

^X = 0; 5Y = 0; 2Z = 0; 

^(Zy-Yz) = 0; J(Xz-Zx) = 0; ^(Yx — Xy) = 

zerfällt. Diese sechs Gleichungen sind aber die seoh^ bekannten 
Bedingungen des Gleichgewichtes der Kräfte an einem starren 
Körper. . ...^ 

Diese sechs Bedingungen, und nur sie, sind demnach in dem 
Satze gegeben: Kräfte sind an einem starren Körper im .Gleich- 
gewichte, wenn die Summe ihrer Arbeiten für jede bei dem stan-en 
Systeme zulässfge Verschiebung Null ist. 
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217. Ist ein Punkt gezwungeh in einer Linie oder eiiiBr Fläche 
zu bleiben, so genügt nach (Nro.94) flir das Glelchg'^vicht , wenn 
die Snmine der Arbeiten alter, an dem Pnnkt^ thätiger Kräfte für 
jede durch die Linie oder Fläche zulässige Verschiebung des Punk- 
tes Null oder negativ wird: Dabei hat man die Widerstände der 
Bahn nomal auf diese nicht zu beachten, wohl aber einen etwa vor^- 
hapdenen tangentiellei^ Widerstand, wobei aber für die gleichför^ 
mige Bewegung die Suinmeder Arbeiten Noll werden mnss. 

Dasselbe findet statt, wenn zwei feste Körper gezwungen sind, 
sich so übereinander zu bewegen, dass sie sich an einer Stelle be- 
rühren. Die normalen Drücke zwischen beiden geben bei der Ver- 
schiebung, welche di^se Verbindung erlaubt, Arbeiten , welche 
gleich gross , aber entgegengesetzt sind , also aus xler JSumme der 
Arbeiten -verschwifcen, während eine etwa vorhandene, tangen- 
tielle Kraft, wie Reibung, eine negative Arbeit gibt, wenn^ die bei- 
den Wege an den beiden Körpern verschieden sind, was bei Gleiten 
der Körper übereinander der Fall ist. Sind die Kräfte an beiden 
Körpern im Gleichgewichte, so wird für jeden einzelnen bei einer 
zulässigen Verschiebung die Summe der Arbeiten aller an ihm wir- 
kenden Kräfte gleich Null oder negativ sein, wenn man die an (&r 
Berührungsstelle auftretenden Drücke, so weit sie diesen Körper 
angreifen ,' mit in Betracht zieht. Für die entsprechende Bewegung 
des zweiten Körpers erhält man ebenso die Summe der Arbeiten 
aller Kräfte gleich Null od^r negativ.- Für die Summe der Arbeiten 
der Kräfte an beiden Körpern wird man daher bei der für beide zu- 
lässigen Verschiebung entweder Null oder eiüe negative Grösse er- 
halten , und das letzte nur, wenn Reibung t)der ein anderer tangen- 
' tieller Widerstand an der Berührungsstelle vorhanden ist und durch 
ihn der Ruhe:zustand bedingt ist. 

Bei diesen beiden Körpern sind auch Verschiebungen möglich, 
durch welche die Körper auseinander gebracht werden. 

Ist zuerst Sn die Verschiebung in der Richtung« des Norraal- 
. drucks zwischen beiden Körpern, so ist für den ersten die Bedingung 
des Gleichgewichts , wenn beide Körper in Beriihrung bleiben 

8iJn-f-Nan = 0, 

wo %du die negative Arbeit der an diesem Körper thätigen Kräfte 
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ohne den Normaldruck N ist^ 'wenn voq Rettmng abgesehen wird. 
Für de» zweiten hat man dann 

* a'*n-Nin = 0, 
wo 9t' in die Arbeit der an diesem Körper th&tigen Kräfte ist, 
welche also positiv sein mass« Aus beiden Gleichungen folgt 

a*n + ?r'in = (>. (a) 

Sollen nun' die Körper ausser Berührung kommen, so muss die 
Verschiebung des Berührungspunkte« beim zweiten Körper auf die 
lUcbtung von.N projicirt, kleider sein als ^n, die Verschiebung des 
ursprünglichen Berührungspunktes beim ersten Körper ^ ebenfalls in 
derBichtung von N genommen.- Daraus folgt aber, dass die 
Summe der Arbeiten 

a<Jn + StMn' .(h) 

nun negativ sein muss». da das erste negative GUed dasselbe ist, 
wie in der Gleichung (a), das zweite positive aber kleiner als dort. 

218, Sind Kräfte an einem Systeme nicht im Gleicligewichte, 
so kann die Summe ihrer Arbeiten für eine unendlich kleine Ver- 
schiebung, welche sie vom Ruhezustande des Systems aus hervor- 
bringen , nur positiv sein, und muss grösser als Null sein. 

Macht man jeden einzelnen Massenpnnkt des Systems frei, in- 
dem man^an ihm die auf ihn wirkenden Kräfte lässt, und die Ver- 
bindungen durch die aus ihnen entspringenden Kräfte ersetzt, so 
wird jeder dieser Punkte in der Richtung der Resultirenden aller 
dieser Kräfte sich zu bewegen anfangen; die Arbeit dieser Resulti- 
renden wird also jedenfalls positiv sein , und folglich auch die 
Summe der Arbeiten der bewegenden und der aus den Verbinduü- 
gen entspringenden Kräfte am ganzen Systeme. Die Summe, der 
Arbeiten der Kräfte, welche aus den Verbindungen entspringen, 
kann aber nur Null oder negativ sehi, weil, sie sich entweder paar- 
weise aufheben, oder weil sie von Bewegungswiderständen, wie Rei- 
bung, der Bewegung immör entgegen, nur negative Arbeit zu liefern 
im Stande sind. Es muss also die Summe der Arbeiten der bewe- 
genden Kräfte positiv, und wenn sie nicht im Gleichgewichte sind, 
also Bewegung hervorrufen , grösser als Null sein. 

219. Aus demf Vorhergebenden folgt unmittelbar, dass Kräfte 
an einem Systeme von Massen im Gleichgewichte sind, 
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wenn ^ie fürjede bei diesemSystem^ i&öglicfae, anendlich 
kleine Verschiebung eine Arbeit geben, welche Null oder 
negativ ist. 

Dies& ist der Satz , welchen man gewähnlich uöter dem Satze 
von den virtaeUen Geschwindigkeiten versteht. Man nennt 
nämlich die bei dem Systeme möglichen, unendlich kleinen Yer- 
schiebuBgeh der einzelnen Pnnkte die virtaeüexi Geschwindigkeiten 
derselben, und das Produkt ans der anf den Punkt wirkenden Ktaft 
in die Projection der virtuellen Geschwindigkeit auf- die Richtung 
der Kraft ^ also was wir die Arbeit der Kraft genannt haben, das 
virtuelle Moment; und drückt datnit den obigen Satz so ans: Kräfte 
sind an einem Systeme im Gleiphgewichte , wenn für alle Systeme 
von virtuellen Geschwindigkeiten die Summe der virtuellen Mo- 
mente gleich Null oder negativist 

Der obige- Satz darf aber nicht umgekehrt werden, indem 
Rahe voi'handen sein kann, ohne dass für alle isalassigen Ver- 
schiebungen die Summe der Arbeiten Null oder negativ ist (vergl. 
NrQ.94), . r ' 

220. Sind Kräfte an einem Systeme von Massen im Gleich- 
gewichte ;, so sind sie diess auch noch, wenn man die Massen in 
der Gleichgewichtslage zu einem starren Systeme verbindet. . 

Unter den virtuellen Bewegungen des Systems werden auch 
die. des starren System.es sein; fär diese sind also die Bedingungen 
des Gleichgewichtes erfüllt, was der obige Satz saigt. 

Aufgaben über das Gleichgewicht eines Massen- 

«jstems. 

221. Eine schwere starre Linie von der Länge 1, dem Gewichte 
Pist gezwungen, mit ihren Endpunkten in zwei Geraden.A B und A C 
zu bleiben , welche in einer Verticalebene liegen , und mit der Ver- 
ticalen aufwärts zu beiden Seiten die Winkel a und ß bilden. Die 
Gleichgewichtslage der schweren Linie anzugeben. 

Bleibt die Linie in AB und AC, und ist ihre Lage BC, so 
kaän eine Verschiebung des Punktes B nur in der Linie A B er- 
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folgen ; die Lioie dreht sich daher dab^ um eipen Punkt , welcher 
in der Normalen BD zu AB liegt. Ebepao kann die Yerschiebung 
der Linie nur eine Drehung um einen Punkt der Normalen zu A C 
in C oder der Linie GE sein, oder wenn sich diese beiden Normar 
len in dem Punkte F durchschneiden, ist eine unendlich kleine Ver- 
schiebung der Linie B.C eine Drehung um F. Verbindet man den 
Punkt F mit dem Schwerpunkte G der schweren Linie, so be- 
schreibt dieser Schwerpunkt bei der unendlich kleinen Drehung ein 
Kreiselement, dessen Mittelpunkt in F liegt; soll das virtuelle* 
Moment bei dieser Verschiebung oder die Arbeit der Kraft P. Null 
werden, so muss dieses^ Kreiselement horizontal sein; also ist fürs 
Gleichgewicht der Linie nothwendig, dass die Linie FG verti- 
cal ist . . . ' . 

Das virtuelle Moment muss hier Null werden, weil die Drehung 
um F nach beiden Seiten geschehen kann> erhält man nach der 
einen Seite hin dai^ virtuelle Moment oder die Arbeit der Kraft P 
negativ, so ist es bei der Drehung nach der entgegengesetzten 
Seite positiv, und Gleichgewicht nicht vorhanden. 

Findet bei dem Gleiten der Linie B C über die beiden Leit- 
linien Reibung statt,, so wird man diese beiden Leitlinien weg- 
nehmen, und statt, ihrer in den beiden Endpunktien 'B und G 
die Normaldrücke N und. N| nebst den daraus entspringenden 
Reibungen juN nnd /tiN^ anbringen. Die mit dem Systeme ver- 
trägliche Verschiebung ist nur ein Gleiten der Punkte B und C 
in den Leitlinien, welche fiir B aufwärts eine andere Bedingung 
als för B abwärts gibt. Jede dieser Verschiebungen gibt für die 
Summe der Arbeiten gleich Null einen andeim Werth von y, und 
in Ruhe- kann die Linie fiir alle zwischen liegende Werthe von 9) 
bleiben ; für die zwischen jenen Grenzen liegenden Werthe von q> 
wird. die Suüime der Arbeiten negativ. Um aber die in diese Aus- 
drücke eingehenden Werthe von N und Ni zu bestimmen, muss 
man noch weitere Gleichungen haben, und diese erhält man am 
einfachsten aus den. Bedingungen des Gleichgewichtes für einen 
starren Körper, welche sich hier, wo nur Kräfte in einer Ebene 
vorkommen, auf drei reduciren, weiche N,Nt und den Winkel q) 
bestimmen. ' ' - ' 
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• 222. Eine Starre Platte Ue'^ in den EiHÜpunkten eines hori- 
zontalen Rechteckes auf vier Federn« welche die Platte vertical 
h^ben} auf der Plätte liegt ein Getrfcht Pi Den Druck auf 
jede der vier Federn m bestimmen untelr.der Yoraossetznng, dass 
diese vier Fevern gleich stark sind, das faeisst, durch gleiche Drücke 
nm gleichviel zusammengedrückt Verden. 

Ist die Länge^ jeder iex Federn im nicht zusammengedrückten 
Zustande Zq» und ist eine auf die Länge zzusarnmengedrückt, so 
' sei' der Druck, welcher dieser Feder in diesem Zustande daa Gleich- 
gewicht hält 

Zo V ZcV 

Sind dann z^jZ2yZ^f z^ die Längen , auf welche die vier Fe- 
dern durch das Gewicht P zusammengedrückt werden^ so sfnd 

.•0-t)-<'-t)-0-t)-0-^) 

die Kräfte, mit Welchen die Federn die Platte vertical aufwärts 
drücken , welche mit dem Gewichte P auf der Platte im Gleich- 
gewicht beiß sollen. 

Sind die horizontalen und verticalen Gpordinaten der vier Anf- 
lagepunkte der Platte 

— a, — b; Zt , 

H-a, — b; Zj ; 

. * — a, -l-b; z.^, 

+ a,' yl-b; Z4, 

und die Goo)rdinaten des .Punktes, jn welchem das Gewicht P. wirkt 

'••X, y,. z, 
so sind die Bedingungen , dass diese fünf Punkte in einer Ebene 
liegen . 

^2 -^ Zj = Zi -f- Z4 , (a) 

(it-ft2)^-h{z,-z,)^rh2z = z,-hz,: (b) 

Bezeichnet man die verticalen Verschiebungen der vier Auf- 
lagegunkte, welche mit den ihnen entgegengesetzten allein zulässig 
sind, mit 
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und die dabei eintretende Verschiebung defr Gewichtes P mit ^ z, 
so geben die beiden Gleichungen (a) und (b) für diese Yerscbie- 
bungen die beiden Bedingungen 

Die aUgemeiue Gleichgewichtsbedin gong ist, da hier nur umkehr- 
bare Bewegungen vorkommen ^ also die Arbeit Null sein muss, 

V Zo/ * a 

und diese zerföUt, nachdem man fürdz4 und Sz die Werthe aus (c) 
und (d) eingeführt hat, wegen der Unabhängigkeit der Verfechie- 
btingexi dZif ^z, , Sz^ in folgende drei 61ei,chungen ' 



Pz, 

2a 

Pz, 
-zz, - 

aus welobefi man findet 



2z. 



z -z„-^ 
Pz„ 



0-r-i). . 

Pz, /, X y\ • 
Daraus ergeben sich'' die vier Drücke auf .die Federn der Reihe nach 
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•T,('-^i)^|-6-7-f)^ 

fO-W>f.O-vH)- 

. 223. Eine schwere biegsame Linie ist mit ihren beiden End- 
punkten unveränderlich befestigt, die Bedingungen ihres Gleich- 
gewichts anzugeben. 

. Wirkt ^ wie hier vorausgesetzt ist, nur die Schwerkraft auf die 
Linie , so wird diese ihre Gleichgewichtslage in der Verticdlebene 
durch die beiden Aufhängepunkte nehmend 

Ist ds ein Element der Lädige der Linie , und ^d s die Masse 
in diesem Elemente, so ist g Jds das Gewicht dieses Elementes 
und wenn Sz die verticale^Componente der Verschiebung dieses 
Elementes ist, 

die Arbeit der Schwere für diese Verschiebung. 

Der Satz von den virtuellen Geschwindigkeiten sa^t dann, 
dass Gleichgewicht vorhanden sei, wepn 

g Adsaz<a (a) 

ist für Jedes System von virtaellen Geschwindigkeiten, welches die 
schwere Linie zuläi^st, wobei das Integral Qber sämmtliche Ele- 
mente der Linie auszudehnen ist . 

Ist die Gleichung der schweren Linie im Gleichgewichts- 
zustande. 

/x,.=P. . . - . 

wo i horizontal und z vertical abwärts geniiessen sein soll; ist die 
Gleichung, nachdem man die virtuellen Verschiebungen ange- 
bracht hat 

/x + öx,z-f-3« ==0,, 

wozu die Bedingung. gehört, dasä die Länge der Linie unverändert 
bei dieser Verschiebung ^bleibt, was dadurch ausgedrückt werden 
kanur däss ds unvorändert bleibt; ist z^ die Ordinate des Schwer- 
punktes der Linie im Gleichgewichte und Zq H-rf^o P^^ der Ver- 
schiebung: so i&t,^enn m die Masse der gänüen'Linie ist^ 



f' 
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woraus durch Subtraction ^ 

r3ziids = mdZo. 



/' 



Die obige Bedingung des 'Gleichgewichts sagt also, dass für 
jede Verschiebung, welche die Linie zulässt» die Verschiebung des 
Schwerpunktes vertical abwärts entweder Null oder negativ sein 
müsse, dass also durch keine Veränderung der krummen Linie der 
Schwerpunkt der Linie tiefer hinab gebracht werden könne, dass 
also die Linie im Gleichge^^ichtszustande die ist, bei welcher der 
Schwerpunkt die tiefste Lage hat 

Die weitere Bestimmung der Kettenlinie folgt hier. 

Die Xettenüiae. 

224. Ein biegsamer Faden ist schwer und an zwei Punkten 
befestigt; die einzelnen Theile des Fadens sind iiberdiess mit Ge- 
wichten belastet. Die Forin dieses Fadens in der Gleichgewichts- 
lage und die Spannungen in ihm anzugeben. 

Der Faden wird im Gleichgewichtszustande in der Vertical- 
ebene durch die beiden Aufhängepunkte A und B hängen. In 
dieser Ebene nehmen wir die beiden Coordinatenaxen x horizon^ 
tal und Oz vertical aufwärts, d^ Ursprung der Coordinateii in 
irgend einem Punkte des Fadens. 

Schneidet man den Faden in O und in einem andern Punkte 
M durch, welcher die Coordinaten x, z hat^ so wir4 zur Erhaltung 
des Oleichgewichtes nothwendig sein, das» mau in und in M 
Kräfte anbringt, welche denen gleich sind, welche die abgeschnit- 
tenen Stücke des Fadens auf tias Stück OM ausüben. Das weg-* 
genommene Fadenstück kann aber z. B. in mir eine Bewegung 
von O in der Richtung -des anliegenden Fadenstücks verhindert 
haben, eine darauf rechtwinkliche nicht, da de^Fad^ü- absolut bieg- 
sam gedacht wird ; es wird daher die in anzubringende Kraft in 
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der RichtuDg der Taqgente an die KettenÜDie in liegen jnüssen, 
die in M anzubringende ebenso in der Richtong der Tangente an die 
Kettenlinie in M. 

Ist qo der Qaersohnitt des Fadens io O and qo Sq die in an- 
zubringende Kraft, so nennt man Sq die Spannung des Fadens in 
; sie bezieht sich daher auf die Flächeneinheit. 

Ebenso sei q der Querschnitt des Fadens im M und S die 
Spannung dort, das faeisst qS diie in M für das weggeschnittene 
Stück anzubringende Kraft. 

Sind ferner (p^ und g> die Winkel, welche die Tangenten an 
die Kettenlmie*in und M mit ^er Axe Ox bilden, diese Winkel 
nach oben gemessen, so erfordert das Gleichgewicht des Stacks 
OM ' 

q^So cos^o ==qScos9) . (a) 

und 8. 

qoSosin5Po = qSsiny — g /jqds, (b) 



wobei in dem letzten Gliede ds ein Längenelement des. Fadens, 
q[ds dessen Yolum, g/lqds das Gewicht dieses Elementes sammt 
der darauf etwa ruhenden Last bedeutet, und das Integral über die 
ganze Länge des Stückes M auszudehnen ist. 

Dje erste dieser Gleichungen zeigt, dass die horizontale Com- 
ponente des Zugs in irgend einem Querschnitte immer dieselbe sei. 
Diesen horizontalen Zug bezeichnen wir mit H. 

Die zweite Gleichung zeigt, dass der Verticalzug des Fadens 
nach oben zuninunt, um das Gewicht, das zwischen dem Ausgangs- 
punkte und dem betrachteten'Punkte M liegt. 

Differentiirt man die beiden Gleichungen nach ^ , so erhält 
man 

= d(qS) cos 9 — q S s^n y d 9 

und = d(qS)sin5p-l-qrtScos5pdy — - gJqds, 

wob^i ds die Läng^ des Elementes ist', für welches sich der Nei- 
gungswinkel der Kette aus<9)Jn g) + d^) ändert. 

Substituirt man den Wertb von d (q^S) aus der ersten dieser 
Gleichiingen in die zweite , und bedetikt man^ dass für den Krüm- 
mungshalbmesser ^ der Kettenlinie bei M 
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^dijp=:ds 
ist, so erhält man > ^ - 

Die Spannung in irgend einem Punkte ist daher gleich dem 6e* 
Wichte eines Stückes , das die Yerticalprojection des Erümmungsv- 
halbmessers zur Länge, die Flächeneinheit zum Querschi^itt und auf 
die Längeneinheit so belastet ist, wie die Längeneinheit der Kette 
im Punkte M für die Flächeneinheit Die Spannung ist daher um 
so grösser, je grösser der KrünimungBh«Ibmesser ist, und je kleiner 
dabei der Winkel (p ist. Sollte ein Stück der Kette gerade werden, 
so misste dazu die Spannung unendlich gross werden, wenn dieses 
Stück niöht vertical herab hängt, in welchem Falle c6sg) = 
würde und die Gleichung (c) keine Bedeutung mehr hätte. Damit 
ein Stück der Kette vertical wird, muss aus (a) der constante 
Horizontalzug gleich Null sein , was wieder bedingt, dass cod (p 
Überair gleich Null ist, d. h. die Kette frei vertical herabhängt.. 
In jedem andern Falle kommt in der Kettenlinie keine verticale 
Tangente vor. 

Aus (a) und'(c) erhält man noch * 
. •• . H = qScos(f) = g/lq^cosg)^ (d) 

welche Gleichung man als die allge^ieine Gleichung der Ketten- 
linie betrachten kann. Um sie in den rechtwinklichen Goordinaten 
X und z auszudrücken , sei 



womit 

Q=^ ^' \i^ / und "cos y ' = -r-f^ — j wird, 



daher 



oder 



dz : V 


= P.' 


-(^^P'^^nnd'co« 


= *'- * 


.dp 
dx 


'* -1 + p' 


dp 
dx 


_^gq 


Vi + v' 


H 




' Z 
rt /» 



ln(p.-l-yi +p') =.|-.yjqdx, 
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wenn man voraussetzt, es sei p = för x = oder der Ursprung 
der Goordinaten sei ein Scheitel der Eettenlinie. 
Bezeichnet man 

/ /Iqdx durch X, 
- 

so wird 



und 



Subtrahirt man beide Gleichungen / so erhält man 
dz 1 / "h^ H^\ 

was erst weiter ausgeführt werden kano, wenn /iq gegeben ist. 




(0 



Die gemeine Kettenlinie. 

225. Hier ist ^er Querschnitt und die Belastung auf die 
Längeneinheit. constant; daher. 

X 

X= //i^qdx=^ Jqx. 
Damit findet man 






.,' j_r;-¥=+.-^-v H (h) 



wo die .Constapte der Integration durch zi=0 für x = Ö bfe- 
atimmt ist. 

Aus (b) erhält man wegen y^ =i= 
q-Ssin9) = ^igqs, 
was mit (a) gibt 

Htan9)==z/gqfr . (k) 

und q*S* = H^4-(Jgqs)*, 0) 

. Setzt man in (k) für tan 9) den Werth von p aus (f) und leitet 
nach X ab, so «rhäll man ' 
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ds^ zigqz 
dx"" H 

i •* ds 1 / X - * 

und mit ^— = aus (a) ' 

S = — ^ =^gz + — oder S=^ ^ ^^,^ , ■ (ra) 

Die Spannobg ist am kleinsten im Scheitel. 

Ist die Lage des einen Aufhängepunktes dnrch x^ und z^ be- 
stimmt,' nnd a die Neigung der Kette an diesem Aufhängepunkt, 
8» gibt die letzte Gleichung 

H ^ H „ ^ cos« 

= J^z^-\ ; H = JgqZi^ , 

qcos« ^\ q' °^M — cos« 

mit welcher man , wenn z^ und a gegeben sind , H bestimmen kann. 
Mit diei^em Werthe von H gibt dann die Gleichung (h) den Werth 
von x^ <md besttimmt so die Lage des Scheitels der Eettenlinie ge- 
gen den Aufhängepunkt. Die Gleichung (k) gibt dann die Länge 
der Ketteolinie vom. Aufhängepunkte bis zum Scheitel 

. . 8i=ZiC0tg~- (n) 

und die grösste Spannung in der Kette wird 

~« 28inja* sin er \ '^^^ 

In der Regel wird aber nicht z^ und a gegeben sein , sondern 
entweder z^ und x^ oder x^ und s^ . 

Setzt man ■ ^ = i^i so lässt sich die Gleichung (h) in die 
Form bringen 

aas w«rcher Gleichnng man ( aäbernngsweise bestiinqien kann, 
worauf • - . 

Holtimaan, theoret. Mechanik. (6 
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bekiuint ist. Mit diesem Werthe von H berechnet man den. Win- 
kel a aus 

COS« H . 

womit dann die Längender Kette vom Scheitel an dnrch (n) gege- 
ben ist, wie die Spannung durch (p). 

Ist die halbe Länge der Kette s^ und die halbe Weite der 
Aufhängung z^ gegeben, so gibt die Gleichung (k) 

—^-5- = t^n a =^ ~ (e — e ) oder 

2^f=(e^-e"^. 

aus welcher Gieiehung man C und damit H bestimmt. Die Yor- 
hergehende Gleichung gibt dann den Winkel er, worauf (n) den 
Pfeil z^ der Kettenliiiie bestimmt. 

Die Auflösung obiger Gleichung wird erleichtert, wenn man 
aus. 

• 1 , f - f X / X 

Y (e — e )=;:tana - . (q) 

■srfe-l-e )=Vtana'4-l= 

2 ^ ' cosa 

nimmt,, woraus durch Addition . 

e =tanaH = col|-j — — I (rj 

cosa V4 2y 

wird', und damit obige Gleichung . 

cotalncotf -r-— "^ l = — • W 

V4 2/ s^ 

Aus ihr ergibt sich ummttelbar a, worauf man i aus 
f=lncotr'j- — «J 

und daraus H bestimnit . 

. Für den Fall, dass z^ und z^ gegeben sind, hat nian 

und daher 4ie Gleichung . - , 



oder cos a 
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cosa , ' fn a\ -z. 

-. In cot I -r — -^ ) = -^ 

1— cösa V4 2y Xt 

_.l„eot(----) = -. (t) 



28Ü.-2 

woraus die Anflöaung wie oben sich ergibt. Der Werth von a ist 
natürlich für alle ähnlichen Kettenlinien , d. h. für dasselbe Ver-^ 

hältniss -^ dasselbe, damit Wird anch (^ dasselbe und das Vej^hält- 

niss der horizontalen Spannung zum Gewichte der Längeneinheit 
der Kette der^halben Spannweite x^ proportional. 

Die paraboUsohe S^ettenlinie. 

226. Ist die Belastung der Kette der Länge der Horizontal- 
projection proportional, so hat man 

^qds = Jo^odx» 
wo zfo qo constant ist. Damit wird aa8.(b), wenn man wieder die 
Coordinäten vom Scheitel der Kettenlinie an misst 

qSsin y = g /jo <Io dx = gJo qo X , 

q9cosy):^H, 
woraus q*S*=H'4-^g^io<lo^)'' 

Dann wird aus beiden 

\. dz^' g^oqo , 

täny = -— g-x 

und daraus __ g^oOp' 3 

WOZU keine Coustante kommt, Weil z = wird für x = 0. 

Die Kettenlinie ist alBo ein0 Parabel mit verticaler Axe. Die 
Läa^e der Kette ergibt sich aus der Längie der Parabel.. 

Die Eettenlinie mit constanter Spannung«. 

2271 Setzt man v/ als constant voraus, so wird. die Gleichung 
(b) in Nro. 224, immer die Goo^dinaten vom* Scheitel gezäUt - 

16» 
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arc tanp = ° ■ x oder 

• s 

qSsin9=gzl / qds und 



H = qScoßy. 

Soll die' Spannung constant sein, so mnss nach ,der zweiten 
dieser öleichungen qcosy constant sein, oder es niass die Verti- 
calprojection des Querschnittes überall dieselbe sein. Nennt man 
q^ den Querschnitt im Scheitel, so ist ' 

q cos 5p = q^ . (w) 

Damit wird . , ds , . 

qds = q5 — — und 
cosy 

» d 



woraus durch Ableitung nach s erhalten wird 

H — — — gi^qn d s , oder daraus 

cos y ° ^^ • 

«^_^/jiL=_^ tatanff + 1). (y) 

gJihJ cosy gzlqo , V4 2J 





Das Gewicht der ELette wird mit 



ds 



.lgyqds = zrgqo/^ = Btan«. (i) 



Die Gleichung der Gurve findet man aus (d) 

. H=gJqp(^cosjp, 
was also sagt, die Vertlcalprojection de^ .^^tOmmungshalbmessers 
ißt constant. Setzt man für den 'Krümmungshalbmesser meinen 
Werth , so wird 4iese Gleichung 

dp 

dx Jg<h ' . 

•1 +p' H 
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woraus /^ ^ H . • -J^gqo 

z=:Const :: In cos ° x. 

^gqo ^ ' . 

Für X = soll z = werden, was die ConstantQ gleich Null 
gibt. Damit lässt aich die vorstehende Gleichung Schreibern 

C08^x = e~ = 

JÜL 

welches die Gleichung dieser Eettenlinie ist 

Die Länge derselben ist schon oben durch den Winkel gege- 
ben, um sie durch x auszudrücken , hat man 

1 



cos ^x 



woraas ^ -^ B ,^ ^_ /'n ^ ^gq^ 



■»-(f-^O' 



^g<lo 

Aus beiden Werthen von s hat man noch 

^gqoX = H9), 

wiDmit noch H , . . 

z = z ln<50S CD wird. 

^gqo 



Die Kraftfiiiictioii. 

• • - . 

228. Ist die Zahl der Mässenpunkte , welche gegeneinander 
verschiebbar sind,, unendlich gross, und ist die Zahl cCer Systeme 
der virtuellen Verl^chiebüngen ebenfalls unendlich gross, so ge- 
schieht die Untersuchung des Gleichgewichtes in der Regel am isin- 
faehsten dadurch, däss man einen dieser Mässenpunkte,- dessen 
Lage allgemein ausgedrückt ist, isolirt, indem man die andern 
Massenpunkte wegnimmt, und dafür an jenem die Eräfte anbringt. 
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welche von diefsen auf jenen auBgehen. Zeriegt man diese Kräfte 
nach den drei rechtwinkiichen Coordinatepaxen der z, y, z, und ad* 
dirt alle auf die betrachtete Masse m nach derselben Axe wirken- 
den, welche Sammen mX, mY, mZ sein. sollen, so ist die Bedin- 
gang des Gieichgewichtes für die Masse m 

mXdjc + mYdy + mZdz = 0, ' 
wenn man dz, dy, dz als von einander nnabhängig betrachtet. 
Ist diese Gleichang far alle Massenpunkte erfüllt, so ist das Sy- 
stem im Gleichgewichte. 

229. X, Y, Z in. der letzten Nammer werden irgendwie 
von der Lage der Masse m, also von deren Goordinaten x, y, z 
abhängen, also Functionen von x, y, z sein. Ist dabei. 
dX^dY, dX__.dZ^, dY_dZ 
dy"dx* dz""dx' dz'^dy' 
so sind X, Y, Z. die Ableitungen einer Function ü nach den als von 
einander anabhängig betrachteten x, y, z# Ist diess der Fall, so 
nennt man ü^die Kraftfanction dieses Massensystems. ' 

Die Componente der auf m wirkenden Kraft, welche R heissen 
mag, nach irgendeiner Richtung n. findet man bekanntlich gleich 

^ R cos (R, n) = X cos (x, n) + Y cos (y, n) 4- Z cos (z, n) . 

Nun. ist aber 

dx dy dz 

und . ^ V dx k \ dy . v dz 

cos(x,n) = — ; cos(y,n) = ^; cos(z,n) = ^ , 

wenn dx, dy, dz die Projectionen der Verschiebung dn auf die 
Richtungen von x, y, z sind.^ Damit wird 

ö /ü s- ^U\ dx du dy du dz dU ,,,. 

^ . d^: dn dy dn dz dn dn. • ^ ^ 

wenn rechts unter dC die Aenderung der Function U verstanden 

ist, welche sich eSrgibt, wenn die Masse mumrdn in der Richtung 

B vefschoben wird. 

Man findet also. die Componente der Kraft, welche in x, y, z 
auf die Masseneinheit wirkt» nach irgend einer Richtung n, wenn 
man die Aenderung, welchB die Kraftfanction beim Fortgehen in der 
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Bicfataog n 'am dn eriddet, durch dieses dn dividirt, odep weira 
man, irie man sich wohl ausdrückt, diie Ableitung der Kraftfime- 
tion nach der Richtung von n nimmt. 

230. Setzt man die ^Sraftfunction ü, also eine Function von 
^9 79 z gleich einec^GoDstanten G^ so -erhält man die Gleichung 

U = C 
einer f^läißhe, in welcher die Eraftfunction überall dieselbe ist. 
Nimmt man dn in dieser Fläche, so ist, weil ü hier constant ist, 
die Gleichung 

Rcos(R,n)=0, 

woraus^ oos(R,n) = ' 

folgt, wenn überhaupt eine Kraft vorhanden ist. Diese steht daher 
rechtwinklich auf der Fläche- U = G , öder in dem Massensysteme 
sind die Kräfte , welche die einzelnen MaiSsen , die in der Fläche 
U= G liegen, antreiben, rechtwinklich gegen diese Fläche gerichtet. 
Man nennt eine solche Fläche, in welcher die Kraftfunction einen 
Constanten Werth hat, eine Nivearif lache, was von der Betrach- 
tung des Gleichgewichtes der Flüssigkeiten hergenommen ist; 
Geht man von der Niveaufläche U = G zu der • 
.U=C + c, ' . 

wo c ebenfalls eine Gon staute, aber eine unendlich kleine ist; nimnit 
man nun n normal auf die erste dieser Niveauflächen , und dn 
gleich dem Abstände beider an der betrachteten Stelle z, y, z der 
ersten, so wird, wenn man von der ersten zur zweiten Jläche über- 
geht 

ÜH-^dn = G + o " - 

dö . ' ' 

oder dU ^ 

dn . 

Nun wird aber die Gleichung (a) der vorhergehenden Nummer, 
weil R rechtwinklich auf der Niveaufläche gteht , und' daher ent- 
weder mit dem hier gebrauchten d n zasammen^od;er iil dessen Ver- 
längerung fallt ,. also 

cos(R,nJ=± 1 . 
ist . ±Rdn = c. 
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Setzt inän c als positiv voraas, so '\rird flas obere Zekheo zu 
nehmen sein, R fallt alsa mit der Richtung dn znsammen; ist c 
negativ, so ist das untere Zeichen zu nehmen, oder R liegt dem dn 
entgegen. Die Kraft R geht also inmier von der Niveaniäehe der 
kleineren Kraftfonction zu der , in welcher die Eraftfnnction grösser 
ist; sie ist überdiess, wie man sieht, dem Abstände der beiden 
Miveaafläehen umgekehrt proportional. 

Ist die Kraft in der Niveaufläche überall endlich, so' kann do 
nicht Null werden, die beiden Niveauflächen können sich nicht 
durchschneiden. 

Beispiel. Von zwei Punkten A und B gehen auf die Masse 
m zwei Kräfte aus, welche dem Quadlrate der Entfernungen der 
]tf asse m umgekehrt proportional sind ; die eine von A ausgehende 
ist eine abs tossende Kraft, die andere von B ausgehende eine gegen 
B anziehende. Für gleiche Entfernungen des m von A und von B 
sind beide Kräfte gleich gross; .oder A ist der Nordpol und B der 
Südpol eines idealen Magnets und m eine Masse Nordmagnetismos. 
Die Kraftfunction dieses Magnets anzugeben. 

Legt-man durch AB Ebenen, so wird für jede dieser Ebenen 
die Kraftfunction dieselbe sein, and man hat diese also nur' in einer 
Ebene durch AB zu bestimmen. 

Nimmt man den Ursprung der Goerdijiaten in der Mitte C der 
Linie AB und' legt die Axe der x von C aus über A hin, die Axe 
der y rechtwinklich darauf; sind x upd y die Goordinaten eines 
Punktes, Welcher von A und B die Entfernungen r und r^ hat; so 
sind die Kräfte, welche von -A und B aus auf die nach x, y ge- 
brachte Masse m gehen 

km . ^ km 

— =- und — =-, . 

wo k eine Gonstante ist. 

Zerlegt man diese Kräfte. nach x und y, so erhält man, wenn 
2 a die Entfernung' B A ist 

km X— a ,. km x-+-a 

. uncL — — 5 p nach x 

r' r h ^i , . 

und km y . ' km y 

r' r . r, ' n 
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Die Summe der beidea ersten ist mit den früheren Bezeich- 
nungen mX und die Summe der beiden letzten mT. ' 
Mit ' 

(x-a)^ + y' = r^ und (x-+-a)*-f-y^ = r, ' 

findet man aber diese Ausdrücke 

dx dx 

und ' , k - k 

d — a — 



Y = 



^ . ^1 



dy dy 

Daraus ergibt sich unmittelbar die Eraftfoaction H, für welche 

du - , dU «, 
-r— = X und -^—=1 
d« dy . :^ 

sein soll' _ k k 

. u = -^ 1 • 

r r^ 

Die Meridiancurve 0iner Niveaufläche ist 
j — = c, 

wenn c cönstant ist. 

Setzt man r gleich r^ , so wird c = oder die Niyeaufl&che, 
tm\ welche di6 Kraftfunction gleich Null ist halbirtAB und steht 
darauf rechtwinklich. Auf der Seite dieser Fläche , auf welcher A 
liegt, ist r<'ri , also. die Kraftfunction dort negativ, auf der andern 
Seite positiv. 

1 

Ist. c sehr gross und nega;tiv, so wird r sehr klein, so dass — , 

1 . 1 . . ^* 

was liier nahe gleich ^ sein, muss gegen ^-^ sehr klein iät. Die 

Meridiancurve der Niv^aufläche wird nahe ein sehr kleiner, um A 
beschriebener Kreis. Die Kraft geht in den Punkten dieses Krei- 
ses normal auf diesen und zwar .von A weg; die Masse m in einen 
Punkt dieses Kreises gebrächt wird in der Riclitung des Radius des 
Kreises abgestossen. 

Ist c sehr gross und positiv, so erhält man ebenso nahe einen 
Kreis uro B ; die Masse in wird dort gegen B hin angezogen. Die 
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DarchsduiittspiiBkte d«r Ciorven jnt der Axe AB findet man für 
negaJdwe c in dea Entfenrangen 

c c c' ^ 

den ersten ausserhalb AB, den zweiten zwischen beiden. 

Hat man statt der einzehien magnetischen Masse m einen an- 
endlich kleinen Magnet mit den Magnetismen + m ond — m , so 
wird dieser an jeder Stelle so gerichtet, dass seine magnetische 
Axe anf der Niveanfläche rechtwinklich steht ond zwar das + Ende 
gegen die Seite der grösseren c hin, 

231. Oehen alle Kräfte, welche die Masse m angreifen, von 
Fixpnnkten ans ond sind alle diese Kräfte Anziehnngs-. oder Ab- 
stossnngskräfte, welche in den Richtongen der- Verbindungslinien 
von m* mit jenen Fixponkten liegen, nnd welche Fonctionen derEot- 
femongen der Masse m von jenen Fixpnnkten sind, so existirt im- 
mer eine Kraftfonction , wie ans Kro.81 hervorgeht. 

Die Potentialfiinction. 

232. Sind die Anziehungs- nnd AbstossangskraAe der iror- 
heigehenden Xommer den Qtaadraten der Elntfetnnngen der auf ein- 
ander einwirkenden Agentien umgekehrt proportional, so gibt man 
der hier immer bestehenden Kraftfunction d^ besondem Namen 
Potentialfunction mit einer Aoiderung des Zeichens, wie hier 
noch näher bestimmt werden soll. 

Ist q die Menge eines dieser Agentien in einem Punkte P, ist 
q' die Menge Agens derselben oder einer andern Art in einem 
Ponkte P', ist e die Kraft, welche von der Einheit des Agens in P' 
anf die Einheit des Agens in P anageht, positiv bei Abatossung, 
negativ bei Anziehung, wenn beide Agentien in der Entfernong 
eins von einander sind« so wird die Menge q' bei dieser Entfemong 
die Bjaft ^q' anf jede Einheit Agens der Menge q ansSben; und sie 
mit dieser Kraft abstössen, wenn eq' po«tiv ist^ sie anziehen, weno 
eq' negativ ist; die Mengeqwird daher mit der qbchen Kraft oder 
mit der Kraft £qq' abgestossen. Sind die beiden Agentien aber in 
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der Entfernung r von einander, so- ist die abstossendeEj^ft zwi- 
i^hen beiden 

" : . - . r^ ■ ' 
wobei immer, wean e negativ ist, unter einer negativen Abstossung 
eine Anziehung verstanden sein soll. 

Sind nun q', q", q'".... die Mengen «der Agentien, welche in den, 
Punkten vereinigt sind, deren Coordinaten x', y', z'; x", y", z''; 
x"', y'", z'"... sind; ist q die Menge Agens in dem Punkte x,y,z, 
sind r', r'/, r'" ... die Entfernungen der Punkte x', y '^ z' etc. von 
X, y, z, so sind die Kräfte, welche auf das Agens q in z, y, z 
wirken ' 

wo c', €",*'"••* Coefficienten sind, welche allein von der Art der 
Agentiea, nicht aber von ihrem Orte abhängig sind, utid welche 
dieselbe Bedeutung haben , wie e oben. 

Die 'Summe der Componenten dieser Kräfte in dgr Richtung 
der X ist 
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Die Samme ^^'q' /.«x 

nennt man. die Potentiälfanctionder Agentienq^ q'^ q^'^etc. im 

Punkte z, y, z; bezeichnet man diese Smnme mit Y, so ist die aof 

die Einheit des Agens q im Pmikte z, 7, z in der Richtung von x 

wirkende Kraft 

dV ' . 

dx 

und ebenso sind die Kräfte nach den Richtungen der.y und z 

dY • dV 

— --— und — -T— • 
dy dz 

In dem Beispiele in Nro. 230 ist 

^e Potentialfonction der Magnetismen + k nnd — k in .einem 
Punkte , welcher von jenen in den Entfernungen r und r^ liegt. 

L[tt Folgenden sollen ncir gfeichartige Agentien betrachtet wer- 
den, für welche e^inen constanten Werth hat 

233. .Erfüllen die Agentien q', q'^ q''-'.--- einen Raum stetig, 
so wird man diesen in Raumelemente dv zerlegen und die Menge 
des in einem solchen Raumelemente enthaltenen Agens durch 

kdV 
bezeichnen können, wo k die Dichte des Agens an dieser Stelle ist, 
d. h. die Menge desselben, welche über den Raum 1 verbreitet 
wäre, wenn dieser so mit Agens gleichförmig erfüllt wäre, wie diess 
in dem Raumelemente dx* der Fall ist. Damit wird die Snmme, 
welche die Potentialfuncfion für einen Punkt P ist, durch ein In- 
tegral dargestellt werden müssen, welches ist 

'ckdT 



v=/^-. 



worin r die Entfernung des Raomelementes dir von P ist. Dieses 
Integral ist über den ganzen mit Agens erfüllten Raum auszu- 
dehnen. 

234. Liegt der Punkt P ausserhalb des stetig mit Agens er- 
füllten Raumes, so ist die Entfernung r für alle Elemente des zu 
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betrachtenden Raumes von- Null verschieden *, und. dann hat das 
Integral eine bestimmte Bedeutung. Geh(^rt aber der Punkt P di^ 
sem Raame selbst an » so werden för die zunächst bei P liegenden 
Ranmelemeate die Werthe von r unendlich klein^ und hier entsteht 
die Frage, ob auch jetzt noch das obige Integral einen bestimmten 
Werth ausdrückt. 

Zu dieser Untersuchung legen wir durch den Punkt P die x 
Axe und bestimmen ein Baumelement dr durch . 

l^sinddldddg), 
wo 1 die Entfernung des Raumelementes von dem Ursprünge der 
Coordinaten ist, B der Winkel (1, x) , und g> der Winkel der Ebene 
(l, x) mit einer fixen durch x gehenden Ebene. Damit wird die Ent- 
fernung r des Raumelementes äv von dem Punkte P, dessen Coor- 
dinate x sein soll 

r' = l^-l-J[*-21xcos« = pBin«'+(x-lco8«)^ 
und damit die Poteptiaifunction 

JJJ Vl^sina»+(xT-lcosd)' ^ 

• Die zu integrirende Function ist hier immer eine endliche, 
da der Zähler den Factor l$in9 enthält, welcher niemals grösser 
ist als der Nenner. Es hat also die Potentialfunction immer einen 
bestimmten Werth, auch w^nn der Punkt P, für welchen sie be- 
trachtet .wird, innerhalb, des mit Agentien Metig erfüllten Raumes 
liegt. 

235. Leitet man den vorstehenden Ausdruck der Poteotialr 
fimction nach x ab, so erhält man 

^yj' rrr «kl'sind(x— Icosö) ,,\,^, 
-t— ==— / / / — ^: '—r dldödcp, 

dx ^^-/[PsinÖ^-l-Cx-lcos«)»]! 

was, wenn man jetzt den Punkt P;zum Ursprünge der Goordkiaten 
nimmt, in 

:t— ==y //«kslndcosddlddd<jp 

übergeht, welches Integral wieder einen ganz beistimmten Werth hat. 
Es ist aber hier 

kPsinedldOdgi 
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die Menge des Agens in dem Raumelemente dr, welches von demP 
qm 1 entfernt liegt ; dieses dividiit durch das Qnlidrat der Entfernung, 
V und multiplicirt mit «gibt; die von diesem ^Raumelemente aus- 
gehende KislH auf das Agens 1, und mit — co$(Ijz) = — cos6 
multiplicirt endlich die nach x gerichtete Oomponente der Kraft, 
welche also auch hier noch durch 

dV 

dx 
ausgedrückt ist. 

Es werden also sowohl ausserhalb des mit. Agens erfüllten 
Baumes als innerhalb dieses die Componenten der Kraft durch die 
Ableitungen der Potentialfunction dar^stellt. 

236. Für die zweite Ableitung der Potentialfunction findet 
mati aus 

^ckdr 



=/'- 



T 



Daraus folgt . • 

^;v^J^+-!^=„. ; (44, 

dx' - dy' dy' • . ^ ^ 

Biese Formel setzt voraus, däss r immer endlich bleibe; er- 
füllt dahär das wirksame Agens einen Baum stetig, so gilt die vor- 
stehende Gleichung nur, wenn der. betrachtete Punkt ausserhalb 
dieses Raumes Hegt. Was aus. obiger Summe der zweiten Ablei- 
tungen der Potentialfunction wird, wenn der Punkt P dem Raame 
der Agentien selbst angehört, muss noch besonders untersucht 
werden. ' „ 

.237. Wird wie in Nro. 183 S. 182 die Potentialfunction V einer 
mit Masse homogen erfüllten Kugel für «einen Punkt, welcher vom 
Mittelpunkte der Kugel um a entfernt liegt, bestimmt, so erhält man 
für einen Punkt ausserhalb der Kugel 



^~ a ' 



wo m die Masse der Kugel ist. 
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Für eipßü Pankt ianerhalb der Kagel fiodet man die Ab- 
stossaog für die Masse. eins gleich 

' Setzt man a* = x*+.y' + z*, 

so hat man fQr einen Punkt ausserhalb der Kdgel 
dV em X 



und d»V 



V C\ 3x*>v 



f = -^—e7iJ, 



dx' 

und analoge Aasdrücke für die Ableitungen nach y und nach z, 
and damit 

d'V d*V d'V_^ 

dx^'^dy^'^dz'" 
Für einen Punkt innerhalb der Kugel ist dagegen 
dV 4 " X , . 

dx o ' a 

and daraus d^V _ _^ jl 

dxl"" 3 
womit 

d^V^d'V^d^V . . .^.. 

' dI^"^d?-*-dF = -"*^*^. ^<^^^ 

wird und nicht gleich Null. 

. >An der Eugeloberfläche , werden die beiden Ausdrücke für 

dV 

-T-r- einander gleich; nämirch 
dx • 

4 ' . — . • 

— ~€«JX, 

aber die Aenderung dieses Ausdrucks fiir die Aendernng dx von x 
hat zwei Werthe, je nachdem dx ausserhalb. oder innerhalb der 
Kugel liegt. 

. .238. Dieses lässt sich unmittelbar auf eineji Baum übertrat 
gen, welcher gleichförmig mit. einem Agens erfüllt ist, Es lässt 
sich dann imnier. um" den Punkt P, für welchen man das Potential 
betr^^cfatet, und von dem angenommen er liege im In^ern des mit 
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Agens eifollten Racrmjes eine Kagd besclireibeD; welche diesen 
Punkt einscUiesst , aber ganz in dem mit Agentien erfnDten 
Ranme liegt, nnd dann die Potentialfiinction f&r P in die Summe 
zweier andern VjH- Vj zerlegen, von welchen die erste alle Agen- 
tien ausserhalb der KQgel, die letztere dagegen alle Agentien 
innerhalb der Kugel nmfasst Dann ist 

d^V_d'V, d*V, 

dx*"" dx» "^ dx^ 
und analog für y und z. Nun gilt für V^ , weil P ausserhalb des 
Baumes der in V^ zusammengefassten Agentien gilt die Gleichung 
(44), dagegeir für Y, die Gleichung (45) der vorhergehenden Num- 
mern. Man hat daher, wi^ auch d^r Körper begrenzt ist, iür einen 
Punkt im Innern des mit Agentien erfüllten Raumes 

d»V d'V d'V ' , 

-T— 2-H--T— 2--l--r-2- = -^46k7r. 
dx' dy' dz' . 

239. Da allgemein die Summe der drei Ableitungen der Po- 
tentialfunctlon für einen Punkt ausserhalb des Raumes der wirk- 
samen Agentien gleich Null ist, so ist es bei der vorhergehenden 
Ableitung ganz gleicbgiltig , wie ausserhalb der Kugel , innerhalb 
welcher der betrachtete Punkt liegt, die Dichte des Agens vertbeilt 
ist; diese kann dort gleichförmig oder stetig oder auch sprungweise 
sich ändernd sein, immer wird die obige Gleichung (44) statt 
finden.- Dabei kann man die Kugel, welche den betrachteten Punkt 
P einschliesst., beliebig klein nehmen, hur muss die Kugel selbst 
von Agens von der constanten Dichte k erfüllt sein , wenn der oben 
gegebene Beweis des Satzes (Nro. 238) stichhaltig sein soll. Es ent- 
steht nun die Frage, gilt dieser Satz noch, wenn der Punkt P in 
. einem Raumtheile liegt , in welchem sich die Dichte des Agens 
stetig ändert. , \ 

Nimmt man den Anfangspunkt der Goordinaten im Punkte 
P, setzt man die Dichte an der Stelle x',.y'y z' 

k ,+ ax/ -+-by + cz'-+- Bx'^ + . .. 
wo k, a, b, c . ...constant sind, so wird in deüi Ausdrucke der zwei- 
tem Ableitung der Potentialfunction nach x in Nro. 236 
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daa erste GHed T x^t ^ C^ — ^cQ^^ 



/•<-^^^) 



dT, 



als (ttr -eine Kugel mit gleichförmig dichtem Agens erfiillt nach 
Nro. 237 -gleich' 

In jedem der folgenden Glieder hat aber das Integral unmit- 
telbar seine bestimmte Bedentang, da dort unter dem Integral 
keine nnendlich gross werdenden Glieder mehr vorkommen. Setzt 

man nämHch 

dt = r*drdcr, . 

wo r die Entfernung des Elementes d v vom Ursprung der Coordina- 
ten ist , und d^ das Element einer um diesen Ursprung mit dem 
Halbmesser, eins beschriebenen Kugelobei^äche, womit 

x' = rtjos (r, x') ; ^ j ' = r cos (r, y ') ; z' = r cos (r, z') 

ist, so sieht man, daks nun kein Glied des Ausdrucks unter dem 

Integralzeichen farT==0 unendlich gross wird; es ist also in den 

übrigen' Gliedern^, mit Ausnahme des ersten, die obige Form fär 

d*V . " ' • 

-r-^^ anmittelbar anwendbar. Bildet man nun die Summe 
dx' 

d'V d^V d'V ' 

• dx^"*"dy'"^di': 

80 geben die ersten Glieder 

— 4«.k7ry, 

während die andern alle sich aufheben, wie .auch die Vertheilung 
des Agens um den Punkt P ist, wenn sie nur diesem Punkte zi;i- 
nächst stetig ist. ' 

240. Beispdel. Ein guter Leiter der Elektricität ist elek- 
trisch und die Elektricität in ihm im Gleichgewichte ; die Verthei- 
Inng der Elektricität im I;inern des Körpers anzugeben. 

Gleichnamige Elektricitäten stbssen sich ab mit Kräften, 
welche dem Quadrate der Entfernungen der elektrischen Punkte 
umgekehrt proportional sind», welche also dem Potentialgesetze 
folgen. . . 

Soll die Elektricität in e(nem guten Leiter der Elektricität im, 

Holtsmft&A« th*ortt. M*ehuiik. l7 
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Gleichgewichte sein, so mus» für die Elektricität in Jedem Pankte 
im Innern die Kraft, welche von aller andern Elektricität aqf jene 
ausgeht, gleich Null sein; für die Elektricität in der Oberfläche ge- 
nügt es dagegen schon , wenn diese Kraft nur ^ormal auf die Ober- 
fläche und nach aussen gerichtet ist. 

Sind z, y, z die Goordinaten eines Punktes im Innern des 
Leiters, ist V die Potentia.lfunction aller Elektricität in 4ein Leiter 
für diesen Punkte so sind .. 

dV dV dV 

dx* . dy' ' dz 

die Kräfte, Welche die EJektricitätsmenge i im Punkte x, y, z nach 
diesen drei Richtungen ibrttreiben, und welche also fürs Gleich- 
gewicht alle drei gleich KuII sein müssen. Es ist daher Y con- 
stant nach X, y, z füt alle Punkte im Innern des Körpets; daher 
ist auch • V . 

d^V' d'V c['V_. 

für alle die^e Punkte; daraus folgt, dass die Dichte <j|er Elektricität 
an diesen Punkten selbst Null sein muss, oder dass die vorhandene 
freie Elektricität nur über die Oberfläche verbreitet seip kann. 

Ist nun V die Potentialfunetioa aller Elektricität in einem 
Punkte P der Oberfläche und dn eine uuendlich kleine Linie in die- 
ser Oberfläche vom Punkte P we^ , so ist ^ 

dV 

dn' . 

gleich Null und, daher die Potentialfonction für zwei benachbarte 
Funkte der Oberfläche und damit für alle Punkte der Oberfläche 
constant. Diese Oberfläche ist alsa hier eine Niveau fläche 
(Nro.230). 

241. Um die Potentiarlfunction eines Agens zu . untersuchen» 
das über eine Fläche ver))reit^t ist, betrachten wir zuerst eine 
Ebene, "Vf eiche gleichförmig mit diesem Agens. bedeckt ist. Es. sei 
k die Menge des Agens, welches über die Flächeneinheit verbreitet 
ist; der Punkt P, für welchen die Potentialfunctton. befrachtet wird, 
liege in der Entfernung z voiuder Ebene! 



Die Potentialfanctipn. 259 

Yom Fasspunkte von P in der Ebene seien ^ and 6 Polareoor- 
dinaten eines Punktes der. Ebene; damit wird die.Potentialfonction 



"-"/A 






* 

was durch Integration nach q gibt 

wo ^1 und ^0 ^^^ 2^ einem bestimmten Werthe von 6 gehörigen 
Grenzwerthe von q sind. Dabei ist angekommen, die Linie q 
schneide die Grenzlinie der Ebene nur zweimal; geschieht diess 
mehrmal,. so hat man eine Reihe solcher Glieder, wie oben. ein Paar 
steht Liegt der 'Fusspunkt von P innerhalb- der mit Agens be- 
deckten Ebene , so ist ^0 gleich Null, und das letzte Integral wird 
dann 

— 2^k7^z. 

Die Kraft, -mit welcher die Menge eins des Agens im Punkte 
P von der Ebene weggetrieben wird, ist . ' 

dV . , /• d"ö . , /• dö 



dV . , /• de . , / 

dz JVo,^ + z^ J\ 



Diese Kraft wird für ein positives € immer in der Richtung 
von z liegen, weil für irgend ein ö immer q^ < q^ ist, und also das 
zweite Glied grösser als das erste. Für ein unendlich kleines jb 
wird diese Kraft, wenn z gegen q^ verschwindet, selbst unendlich 
klein , und für einen-Punkt P in der Ebene selbst gleich. Null.; 

Liegt aber der Fusspunkt von P in der mit Agens erfüllten 
Ebene selbst, so wird für ein unendlich kleines z das erste der bei- 
den Glieder rechts noch immer verschwinden, das zweite aber 
nicht, und damit ... 

■' ; ■' . -/l=^""-, •, :.. , .-'■ 

also endlieh. . Diese Kraft ist nach der Seite -hingerichtet, nach 
isrelcher man aus der Ebene. herauatritt', und hat daher auf beiden 
Seiten der Ebene entgegengesetzte' Richtungen. Gehi man dfiher 
nach einer. Richtung z durch die Ebene, so ist alif der Seite, auf 
welcher man ia die Ebene eintritt» €li^ Kraft.negativ^anf der an- 

17» 
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dem Seite pQsitiv gleich 2«k7r, und «Iso die Differenz beider Kräfte 
4 6 kTT, was maa 60 bezeichnen kann 

dV ' . s 

Der Werth von -p- ändert sich sprungweise, wenn man durch 

den mit Agens^ erfüllten Theil der Ebene durchgeht; er ist auf der 
negativen Seite der z gleich 4-2€k7r, auf der positiven dagegen 
— 2ek7r, In der' Ebene hat mab beide Werthe^ die Kraft aber, 
welche dort auf das Agens wirkt, liegt jedenfalls in der Ebene, und 
ihre Gomponente normal zur Ebene ist daher Null. 

142. Für die allgemeinere Untersuchung sei O, def Ursprung 
der Goordi.naten,.in d^m mit Agens, bedeckten ^Theüe der Fläche 
genommen, die Axe der z 'normal in diesem Punkte zur Fläche*; 
die Frage ist, wie verhält sich die Kraft, welche von dem Agens 
in der Fläche auf die in der z Axe gelegenen Punkte ausgeht, wenn 
man durch die Fläche selbst von einer Seite nach der andern hin 
fbrtschreitet. ^ 

Die Kraft ia einem Punkte. P der z Axe, sehr nahe bei O, zer- 
legt nach der Richtung z oder 

dV 

dz 
lässt sich jedenfalls in eine Summe zerlegen , wovon der erste Theil 
die Kraft ist, welche von den zunächst bei O liegenden Theilen der 
Fläche ausgeht, der andere aber von den Theilen , welche ausser^ 
halb des im ersten Theile betrachteten Stückes der Fläche liegt. 
Kimmt man diese& Stück der Fläche beliebig klein, nur so, dass 
alle. Entfernongen von P bis zu den Punkten des übrigen Theils der 
Fläche endlich sind, so wird der Theil der Potentialfunction, wel- 
cher sich auf diesen zweiten Theil der Fläche bezieht, und ebenso 
die Ableitung derselben nach z sich stetig mit z ändern. Man 

dV 
hat daher nur den Werth von -r— hier zu betrachten» welcher dem 

' ' • az ' 

zn|iä<^st bei Q liegondBn , beli6b.ig kleinen Stücke der gegebenen 
Fläche angehört 

Ist x', 7', z^ ein Bojakt^iesea Theils der Fläche, k die Dichte 
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des Agens an dieser Stelle und %ff der Wmkel, welchen die Nor- 
male an dieser Stelle zur Fl&che mit der z Axe bildete, so ist 

COSI/^ 

die Menge des Agens in dem Elemente der Fläche, dessen Projec- 
tion auf die x,y Ebene dx'dy' ist. Nennt man r die Entfernung 
dieses Elementes von dem Punkte z » wo also 

r*=:x'»-Hy"4^(z-zO' ' 

ist, so ist die Potentialfunction des Agens und ihre Ableitung 
nach z 

JJ tcosxp dz yy. r'cosi^ 

wobei die Integrale über das zu betrachtende kleine Stück der ge'ge* 
benen Fläche auszudehnen sind. . 

' Setzt man nun in diesem Stücke 

7=ko+ax.'-+-by'-f .... 

cosi/^ ° ^ 

wo ko die. Dichte des Agens im Paukte 0/i$t, so wird 

Das zweite und alle folgenden Integrale ändern sich nach dem 
Gesetze der Stetigkeit, wenn z sich um dz.ändert, wenn auch z=0, 
was man leicht sieht, wenn man x' = ^cosO setzt, und das Element 
dx'dy' mit (>d.ddp vertauscht und bedenkt, da«s z' gegen ^ ein 
Kleines zweiter Ordnung zunächst bei dem Berührungspunkte istl 
Anders aber verhält sich das erste Glied. Aus 
- z— V 

r _ z — z' £* dz' 
/ d(> — """TT-?— ys • ^ 

erhält man 
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Das doppelte Zeichen im ersten GIrede hier begeht sich 
darauf, dass man das obere Zeichen zu nehtnen hat, "Wenn z posi- 
tiv, das untere, wenn z negativ ist; z\ und r^ sind die Wörthe, 
welche dem z' und r für ein bestimmtes ö zukommen an der Begren- 
zung des kleinen Stuckes der init Agens erfüllten Fläche^ welches 
hier betrachtet wird. Bedenkt man , dass die den nächst bei O lie- 
genden Punkten der Fläche angehörigen Werthe von z* nahe pro- 
portiodal mit ^' sind, während für ein unendlich kleines z der Werth 
von r nahe proportional ihit q ist, so sieht man, dass diese Punkte 
nur ein«n unendlich kleinen Beitrag sowohl zu dem Werthe des 
zweiten als des dritten Gliedes geben, dass also diese Werthe in 
ihren endlichen Theilen nur von den Theilen abhängen können, 
weltjhe in endlicher Entfernung von wegiiegen, woraus folgt, 
dass eine Aenderang von z um dz in ihnen nur eine unendliclr kleine 

dV-^^ 
Aenderung geben kann. Daraus ergibt sich, dass -r— beim Durch- 

■ « ' Q Z 

gange durch den Punkt O seinen Werth sprungweise uni 

• — 4ek(,7r 
ändert, wenn. man von der negativen Seite der z auf die positive 
übergeht, wie wir diess für die Ebene bereits fanden. 

dV 
. In dem Beispiele in Nro. 240 war -j— imlnnern der geschlos- 

Q Z 

senen Fläche gleich Null ; auf der Ac^ssenseite muss es daher den 
Wörth *— 4ekQ.7r liaben, oder eine Menge 1 der gleichnamigen 
Elektricität wird in unlnittelbarer Nähe der Oberfläche mit der 
Kraft 46 ko TT abgestossen, d. h. mit einer Kraft, welche der Dichte 
der in der Oberfläche vertheilten Elektricität an der berührten 
Steile proportional ist. . ^ . 

Das Potential. 

243. Sind die Mengen q', q", q'"... desselben Agens' in den 
Punkten P', P'', P'" . .". vereinigt, und die Mehgfen qi , q^ , q, ... 
in den Punkten P, , P^ *, Pg . . . , so ist die Potentialfunction der 
Agentien q', q^V q'" ... in dem Punkte P^ 

wenn r' die Entfernung P' P, bedeutet. 
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Die Kraft, welche aof di6 Menge q^ "^^^ Agens im Pnnkte P^ 
von den Agentien q', q'^ q"^ nach irgend einer Richtung dn ansge^ 
übt wird» ist 

,dV' r' r' 

. — q' -3— = — «q^ — ^ — - = --« — -^ . 

^ dn ^* dn dn 

Berechnet man ebenso die Kräfte , welche auf q, , q, . . . in der 
Richtnng dn ausgeübt wird, so erhält man ihre Summe gleich 

r 

— 8- 



dn 

wo die Doppelsnmme auf alle Gombinationen der ' Agentien 
q', q", q'" . . . und der Agentien qi • q» , q^ . • • auszudehnen ist, und 
das jedesmalige r die Entfernung der combinirten Agentien be- 
• deutiBt. 

Diese Doppelsumme mit e multiplicirt, welche der Kürze wegen 
durch ein Summenzeichen vorgestellt sein soll, heisst das Poten- 
tial des Systems der q', q", q'" . . . auf das System q^ , q, , q, ..^ 
oder wenn wir dieses Potential mit W bezeichnen 

Man sieht, dass man denselben Ausdruck für das Potential der 
Agentien qt > qi » qs • • • *^^ q'> q"> Q'" • • • erhält 

. Führt man die Potentialfunction ein, so kann .man auch 
schreiben 

oder wenn man \r ^ ^^x 

bezeichnet W'==S q' V4 , 

woraus Jfq». V'i=2q' V^ » (48) 

folgt. ^ . . . 

Sind Bäume stetig mit Agentien erföilt, so zerlegt man diese 
in Raumelemente, und wenn man die Menge des Agens in dem 
Elemente des einen Raumes mit dq^ die Menge in einem Elemente 
des andern Raumes mit dq^ bezeichnet und mit r die Entfernung 
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dieser: beiden -Ränmelemente , so ist das Poteiatial des Agens in 
etnem Bamne auf das des anders 

w'==6yy'^^3^v=yv'dq, =yv,dq'. (49) 

244. Betrachtet man die Wirkung der Agentien desselben 
Systems auf sich «elbst, so wird man ebenso zu dem Potentiale des 
Systems aufsich selbst geführt, welches ist ' 

W = eJ^, (50) 

r 

woqundq' die Mengen der Agentien in zwei Punkten eines Systems 
sind, welche Punkte in der Entfernung r von einander liegen,, und 
wo die Summe aHe Gombinationen der in. diesem Systeme vorkom- . 
menden Agentien zu zwei umfasst. 

Erfüllen die Agentien einen Raum stetig, so hat'man 

wo die Integration z\(^eimal über denselben Raum auszuführen ist; da 
man aber hierbei laeberi der Verbindung, d qd^' auch dq'dq erhält, 
so hat man das R,esultat zu halbiren. 

. Ist V die Potentialfunction dieses Agens in einem seiner 
Punkte , so ist 

W = i-yVdq. ' (52) 

' Bei den Gombinationen der Elemente , welche bei der Integra- 
tion sich ergeben , kommt auch die eines Eleipentes mit sich selbst 
vor, wobei r gleich Null wird. Wir wissen aber, dass in diesem 
Falle die Potentialfunction sich in die Form (Nro. 234 mit x = 0) 



V = fff^ k l sin e d 1 d e d gr 



bringen lässt, in wielcher 1 die Entfernung des'Raumelementes von 
dem.Punkte ist, fttr, welchen die Potentialfunction gilt. Beschreibt 
man um diesen Punkt eine Kugel mit unendlich kleiiiem Riidius, so 
wird das Agens , was innerhalb dieser Kugel liegt, zu dem Werthe 
von V nur unendlich wenig beitragen, und also auch der Theil von 
W, welcher die zunächst liegenden od^r'sich deckenden Elemente 
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etithftlt D9r uneQdfieh wenig zu W beitragen , so daaa es gleicbgiltig 
ist, ob man die Combi&ation dqdq bei der Berechnung des Poten- 
tials berücksichtigt oder nicht. 

246. Aufgabe. Auf einer Kngelfläche vom Halbmesser R 
ist ein 'Agens, z. B. positive ElektricitHt mit gleichförmiger Dichte 
verbreitet; im Innern und ausserhalb dieser Kngelflächen ist- von 
demselben Agens irgend wie vertheilt. Das Potential dieses Agens 
auf das in der Kugeloberfläcbe vertheilte zu bestimmen. 

Ist k die eonstante Dichte des Agens in der Kugeloberfl&che, 
so ist die daraus entspringende Potentialfunction V im Innern der 
Kugel constant , 

\ V = 4rk7rR, 

wie man aus Nro. l83 entnehmen kann. 

Ebenso findet tnan für jeden Punkt ausserhalb der Kugel, 
welcher in der Entfernung r vom Mittelpunkte der Kugel liegt . 

_4£k£rR' 

■ • . ^°"" T~ 

oder ebenso gross, wie die Potentialfunction einer Menge Agens 
4k7rR^ welche von dem Mittelpunkte der Kugel um r entfernt ist, 
in diesem Mittelpunkte. 

Damit wird das Potential einer im Innern der Kugel vorhande- 
nen Menge Agens, welche q heissen suil, auf- das über die Kugel- 
oberfläche verbreitete Agens 



/ 



Vdq = 4€k7rRq. 

Für das ausserhalb der Kugel verbreitete Agens q^ ist dia<gegen 
das Potential auf das Agens in der Kugelfläche 

yVodq, = 4ek7tR'y^ = 4k7rR^V^, , ^ 

wenn man mit V^ die Potentialfunction , des Agens q^ im Mittel- 
punkte der I^ugel bezeichnet. 

Damit ist endlich- das Potential des sowohl ausserhalb als in- 
nerhalb der Kugel angehäuften Agens auf das gleichförmig auf der 
Kugeloberfläche verbreitete Agens 

^ 4k7r[cRq-f-R'VJ. 
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Bezeichnet man jetzt mit V die Potenfialfnnction der Massen 
q and q^ in einem Eiemeiite ds der Kngeloberiaäche , so ist 



yV ds = 47r [«Rq 4- RVVJ , 



wo das Integral links über die ganze Kugeloberfläche-, aaszu- 
dehnen ist . 

246. Aus den^ Reiänltate der vorhergehenden Nummer ergeben 
sich noch einige einfache Folgerutfgen für die Pofientialfanction. Ist 
die Potehtialfunction eines irgend wie vertheilten Agens ausserhalb 
^ineis zusammenhängenden Raumes constant in einem Theile A die- 
ses Raumes =:a, so kann sie in^ einem andern Theile B dieses zu- 
sammenhängenden Raumes nicht von a verschieden sein. 

Constrtiirt man eine KugeU deren Mittelpunkt ia A liegt, und 
welche in den Raum B hinübergreift, übrigen^ aber ganz in dem 
von Agentien leeren Raum liegt, was immer möglich ist, wenn A 
und B uomittelbar an einander gtenzen; ist R der Halbmesser 
dieser Kugel, so ist nach der vorhergehenden Aufgabe für diese 
Kugel 

yVds = 47rR^V, =47rR*a. 

Aber 

/(^~a)ds=/Vds-ayds = 47rR'a--a.47rR» = 0. 

Nun soll abjer in dem Theile A des betrachteten Raumes V = a 
sein ;. fiir diesen Theil der Kugel'oberfläche ist daher V — a = 0; 
für .den andern ist dagegen Y verschieden von' a und zwar kann 
man die Kugel iinmer so legen, dass in dem ganzen Theile dersel- 
ben , welcher nach B fällt Y entweder immer grösser als a ist oder 
imm^r kleiner« In beiden Fällen ist obiger Gleichung nicht ent- 
sprochen. Es kann also die Potentialfunction in. dem ganzen za- 
sammenhängenden Räume nur einen constanten Werth habeh^ wenn 
sie'für einen Theil dieses Raumes constant ist. 

Sind also die Agentien in einem Räume verbreitet, äet scha« 
lenförmig einen von Agentien freien Raum umgibt, so ist, wenn die 
Potentialfunction- in einem Theile dieses Raumes constant ist, diess 
für den ganzen eingeschlossenen Raum der Fall: . ' 
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Ist dagegen das Agena. in einen endliehen Raum einge- 
schlossen , sa kann seine Pol entialfnnction in dem äusseren Räume 
nur entweder Null sein überall, oder veränderlich. Ist sie in einem 
Theile des unendlichen äusseren Raumes constant, so muss sie 
diesfi im ganzen äusseren Räume sein; in den unendh*ch entfernten 
Theilen kann sie aber nur unendlich klein sein. 



Die Bewegung eines Massensjstems. 

247. Für die Bewegung des Massenmittelpunktes des Systems 
bewegter Massen gilt das in Nro. 196 über die Bewegung des 
Schwerpunktes eines starren Kbrpers Gesagte unverändert. Die 
Beschleunigung des Massenmittelpunktes nach irgend einer Rich- 
tung ist dieselbe wie bei einem materiellen Punkte, dessen Masse 
gleich der Summe der Massen des ganzen Systems ist, und. auf 
welchen alle äusseren Kräfte, welche auf das Massensystem wirken, 
parallel zu ihren Richtungen übertragen sind. Die inneren Kräfte 
des Systems , d. h. die von den einzelnen Massen auf einander aus- 
geübten Kräfte heben sich dabei, als paarweise entgegengesetzt 
vorhanden, gegenseitig auf. Sind einzelne Massen gegen feste 
Flächen gedrückt, irelche dem Massensysteme nicht angehören, so 
müssen die Gegendrücke dieser Flächen den äusseren Kräften bei- 
gezählt werden. 

Platzt z. B. eine Bombe in der Luft, so wird, abgesehen vom 
Luftwiderstände der Massenmittelpunkt der einzelnen Bomben stücke 
seine Bewegung in der Parabel fortsetzen , in. welcher sich bisher 
der Schwerpunkt der Bombe bewegte, bis eines der Bombenstücke 
etwa am Boden aufschlägt. Hier tritt eine neue äussere Kraft; der 
Druck jAes- Bodens auf, welcher die Bewegung des Massenmittel- 
punktes der Bombenstücke abändert. 

Wirken nur die gegenseitigen Kräfte, welche die Massen des 
Systems selbst aufeinander ausüben, so ist die Beit'egung des Mit- 
telpunktes des. Massensystems, seines Schtrerpunktes, eine gleich- 
förmige und geradlinige, oder derselbe ist in Ruhe.- 

248. Die Gleichungen (b) iq Nro. 195 we^^den hier 
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WO sich die Summen links auf alle Massen desISystems beziehen, 
die Snmmen rechts aber auf alle von ausserhalb des Systems her- 
kommendem Kräfte. Integrirt man diese Oleichnngen nacht, so 
erhält man' 

. 


dz _ /^dz 



^-^^Hfdr' /'■''■ 



Hier sind ^r» j > TT^iß Seit^ngeschwindigkeiten der Masse m 
at dt clt 

zur Zeit t, diese Zeichen mit dem Indexe aiber die Seitengeschwin- 
digkeiten zur Zeit 0. Diese Gleichungen sagen : 

Die Zunahme der Grösse der Bewegung des Massensystems 
nach einer Richtung ist gleich der'Summe der Antriebe der äusse- 
ren Kräfte, projicirt auf jene Richtung, während der betrachteten 
Zeit • ' 

' 'Wird ein Projectii ans einem Geschütze abgeschossen, so bil- 
deifdas Projectii, die Pulvermasse und das Geschütz ein Massen- 
syjstem , dessen Grösse der Bewegung vor dem Schu^^e Null ist. 
Durch die Entzündung, und Verbrennung des Pulvers entstehen 
innere Kräfte ,' welcjie der Masse der Kugel, den aus dem Pulver 
entstandenen Gasen und der Masse des Geschützes Geschwindig- 
keiten mittheiieQ. Nennt man diese Massen m, 'm« , M^ und sind 
tjV^.und y die . Geschwindigkeiten , welche diese Massen durch 
den SehufiTs in der Richtung der Are des Greschützes; erlangen, 
wobei' für das 'Pulvergas eine mittlere Geschwindigkeit v^ zu 
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nehmen ist, so ist^ weil hier keia An^eb einer äosseren Kraft vor- 
handen ist , 

m V 4- m^ Vj + M V = , 

oder also v — — ^ ^ "^ °°^ ^* 

^^ M 

das Geschütz wird mit dieser Geschwindigkeit» welche, wie das 
Zeichen — zeigt, der Geschwindigkeit v entgegengesetzt ist, seinen 
Bücklanf beginnen. 

249. Auch die Ableitungea in Nro.197 nnd Mro. 198 gelten 
unverändert för ein Massensystem, nur muss das d'Alembert- 
sche Princip hier so ausgesprochen werden : die verlornen ELräfte 
entsprechen bei einem Massensysteme den Bedingungen des Gleich- 
gewichtes, welche flir ein festes System von Massen gelten. 

Die Gleichung (d) in Nro. 197 wird hier 



d 



0'^) 



und wird ausgesprochen, die Flächenbeschleunigung eines Massen- 
systems für eine feste Axe ist gleich der Summe der statischen 
Momente der äusseren Kräfte für diese Axe, 

Sind keine äusseren Kräfte vof fanden , so ist M^ gleich Null, 
und dann ist * 

J?mr'3? = Const, 
* dt 

oder die Flächengeschwindigkeit des Masaensystepis um eine Aze 
constant. Wie in Nro. 203 lässt sich damit eine Axe der grös&ten 
Flächengeschwindigkeit bestimmen; welche, wenn die^ Flächenge- 
schwindigkeiten für die Äsen x, y, z constant sind, -eine oonstante 
Richtang hat Es gibt also eine Ebene von unveränderlicher Lage, 
auf welche die Flächengesohwindigkeit des Massensystems projicjrt 
ein Maximum ist. 

Der Satz yon der Arbeit, oder das Princip der lebendigen Kräfte.' 

250. Hier fallen die Arbeiten der inneren Kräfte des Sy- 
stems nicht wie bei dem starren Körper (Nro. 202) weg, weil sich 
die einzelnen Maissep von einander entfiernen können^ oder sich 
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fibereinatider wegbewegen. In der Gleichung .(^7) , jrelche man 
hier schreiben wird 
1 



^JSmv' 



-— J?mv,'=Wpco8(P,ds)d8, 



mass man daher rechts nicht nur die Arbeiten der äusseren Kräfte, 
sondern auch der Kräfte beachten , welche von den Massen des Sy- 
stems selbst auf andere Massen des Systems übergehen. 

Bei dem Abschiessen eines Geschützes ist mit den Bezeich- 
nongen in d^m Beispiele Nro.248 die lebendige Kraft, welche ge- 
wonnen wird 

imv'-hlm,v,»+lMV'=yPds. 

Lässt man die aus dem Pulver entstandenen Gase weg, nimmt man 
V und V in dem Momente, in welchem die Kugel das Rohr verlässt, 
so wird die Summe aller d s gleich der Länge des Rohrs weniger 
Länge der Pulverladung und weniger dem Halbmesser der Kugel. 
Bezeichnet man mit s diese Länge, und nimmt man für P seinen mitt- 
leren Wertb, SQ lässt sich dieser ans 

mv*-f-MV» = 2P8 
besjtimmen, wo man noch aus (248) 



V= V 

M 



hat 



251. Sind die Kräfte, welche auf dfis bewegliche System der 
Miosen m^ m^... wirk^^ Abstossungs-. oder Anziehungskräfte, 
welche von unbeweglichen Punkten aasgehen, so lässt sich die Arbeit 
allein darch die Lage der. Massen m, m',.m''^. aasdrucken, ohne 
dass.der Weg} anf welchem diese Massen aus einer gegebenen 
früheren Lage in diese neue gekonunen sind, bekannt ist. 

Sind z, y, z die Coordinaten der M^sse m zur Zeit t, und sind 
a, b, c; a', b', c';.. . die Coordinaten von Fixpunkten, von welchen 
anf die 'Masse m die Abstossungskräfte mf^, mf,... ausgehen, wo' 
r, t'... die Entfernungen der Masse m yon den Fixpunkten a, b, c, 
a^ b^ c'... sind, so hat man die niach x gerichteten Componenten 
der Kräfte, welche auf mjdrken . 
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und analog die ComponenteD der Kräfte nach der Richtung der y 
xm^ der z. Darchjäuft nun die Masse in den anendlich kleinen Weg 
ds, dessen Projectionen dz, dy» dz sind, so sind die Arbeiten der 
Kräfte 

m:?f,.(^dx+?^dy + ^dz) = m:?f,dr, 

wo dr die.Projcction von ds auf r ist. ' 

Bildet man dieselben Ausdrücke f&r die andern Massen des 
Systems» und. addirt diese, so erhält man die, Summe der Arbeiten 

JJmJSf^dr, 
und . f&r eme Bewegung der Massen durch endliche Stiicke ihrer 
Bahnen 



Smsß^dr. 



Die hier vorkommenden Integrale werden aber selbst Functionen 
der Ehtfeifnungen r sein^ und also nur die Werthe dieser Entfernun- 
gen enthalten, welche der anfanglichen und der endlichen Lage der 
Massen angehören. Diese lassen sich durch die Goordinaten der 
Anfangs- und Endlage ausdrücken, und so wird der Satz über die 
Arbeit hier 

^2mv'-ljmv/=pü,^,^,,^., J 

WO das letzte Glied die Goordinaten ^er Anfangslagen, das erste die 
der Endlagen enthält. Die Integrale von^f^dr sind das, was^ oben 
die Kraftfunctioji genannt wnrde. Sind die abstossenden Kräfte 
dem Quadrate der Entfernungen umgekehrt proportional, so wird 
die Function ü das Potential der Agenden in den Fixpunkten auf 
das bewegliche System, und der pben stehende Satz lässt sieh dann 
so aussprechen. Die Zunahme der lebendigen Kraft des bewegten 
Massensystems ist gleich der Zunahme des Potentials des festen 
System^ auf das bewegliche. * ^ 

Kehrt da& System in seine frühere Lage zurück, so erlangt es 
dort auch wieder seine früher gehabte lebendige Kraft.- - 
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252. Aach wenn die Kräfte von einem beweglichen Systeme 
¥on Massen Xßu m, , m, ... oder von Agentien q^ , q, > qs ••• &a^ 
ein anderes bewegliches System von Massen m', m'', m'''... oder 
Agentien q^y q", q'^' . . . , welche mit diesen Massen verbunden sind, 
aasgehen, lässt sich noch die Zunahme der lebendigen Kräfte bei- 
der Systeme darch die Anfangs« und Endlage der beiden Systeme 
allein ausdrücken. ^ 

Sind m' und m^ zwei Massen^ deren Entfernung von einander 
r, und sind eq\c^ f, die Kräfte, mit welchen diese Massen gegen- 
seitig abgestossen werden, sind x'^y', z' und x^ , y^ , z^ die Coor- 
dinaten dieser Massen zur Zeit t, sind dz', dy^ dz' die Projec- 
tionen des Weges der 'Masse m' in der Zeit dt, und nebenso 
dz^ , dyi ,.dz^ , für die Masse m^ ,. so ist die Summe der Arbeiten 
der Kräfte bei diesen Bewegungen 

- *i-ii5l dx^_ iL^m dy' - ^i^::i^dz'l . 

r . ? . r J . 

Aus r» = (x,-x')'+(yt-y')' + (zi-?'>* 
ergibt sich aber die Aenderung von r für die stattfindenden Aeäde- 
rungen der Coordinaten 

T ^ . T * r 

' -5Llli!dx' + ^^^^^dy'~^i-::^dz', 
r r r 

woraus die Arbeit, die oben berechnet ist . ' ^ 

eq,q'f,dr 

wird. Sind v^ und v' die Geschwindigkeiten der Massen m^ und 
m\ und dv^ «nd dv' die auf den betrachteten Wegen erlangten 
Zunahmen dieser Geschwindigkeiten, so ist 

ni^ Vj dVi +m'v'dv' = €qq'f^dr. 

Bildet man diese. Gleichung für alle CombinatiOnen der Massen des 
einen Systems mit denen des andern, undaddirt; integrirt man dann 
die so eshaltene Gleichung,. so erhält maü 
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2-^mv*--~:^mv/ = :^€qq' /f,dr, . 

. wobei die Sainmen links alle Massen der beiden Systeme umfassen, 
die rechts aber alle Combinationen der Massen des einen Systems 
mit den. Massen dea 9U3 dem. '^ 

' Sind die Kräfte den Quadraten der Entfernungen umgekehrt 
proportional, so hat man rechts wieder die Differenz der Potefitiale 
der .beiden beweglichen Systeme auf einander im Anfangszustande 
und im Endzustände. 

263. Wirken die Agentien eines beweglichen Systems von 
Massen selbst auf einander, so wird die Gleichung der letzten 
Nummer noch bestehen, die Summe rechts wird sich hier nur auf 
alle Combinationen der Agentien dieses, Systems zu erstrecken 
haben; für den Fall der Kräfte, welche nach dem umgekehrten 
Verhältnisse der Quadrate der Entfernungen wirken, wird man 
rechts die Differenz -des Potentials des Systems auf sich selbst im 
End- und Anfangszustande erhalten. 

Sind endlich einige der Agentien fest, andere beweglich, so 
wird man die Zunahme der lebendigen Kraft erhalten , indem man 
die beiden Sätze der' zwei vorhergehenden Sätze zusammennimmt, 
wobei es gleichgiltig ist, ob man auch das Potential des festen Sy- 
stems auf sich^seK)st hinzufügt, da dieses unverändert bleibt, und 
also aus der Differenz der Potentiale im Anfange- und Endzustande 
wieder wegfällt. 

Die Kräfte , welche die einzelnen Massen des Planetensystems 
auf einander ausüben , folgen: dem Potentialgesetze. Hier ist also 
die Zunahme .der lebendigen Ejraft sä-mmtlicher Massen des Sy- 
stems von irgend einem Zeitpunkte an gleich der Abnahme des 
Potentials des Systems auf sich selbsti Erhält das Potential zu 
irgend einer Zeit wieder denselben Werth, den es anfänglich hatte, 
so ist auch die lebendige Kra,ft iin Planetejisysteme wieder die- 
selbe, womit aber nicht gesagt ist,, dass nun auch jeder einzelne 
Planet wieder dieselbe Geschwindigkeit habe. 

Holtsmann/ttibOTet. Mechanik. ' ' ' 18 ' 
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Aafgaben über die Bewe^n^ von Massen- 
sjstemen. 

254. An einer festen Rolle hängen durch eine* biegsame 
Scbnnr verbanden z^ei schwere Massen m und ro^ vertical herab ; 
die Bewegung dieser Massen und ihren Druck auf die Axe der Rolle 
2u bestimnien. 

Sieht man von der Masse der Schnur ab, ist x die Tiefe des 
Schwerpunktes der Masse m unter einer Horizontalebene durch die 
Axe der llolle und x^ die Tiefe des Schwerpunktes der Masse ra^ 
unter dieser Ebene , so ist die Tiefe des Mittelpunktes der Massen 
des Systems unter dieser Ebene , wenn man vorerst auch die Rolle 
als masselos denkt 

m X 4- m^ X| 

%i4-mi 
Der Satz über die Bewegung des Maissenmittelpunktes (Nro. 247) 
gibt nun 

d'x d'x/ . N XT 

m^-^m,-^=p(m + m,)g^N, . 

*' . • • . 

wo N der Druck auf die Axe der Rolle ist, welcher vertical auf- 
wärts geht, wenn von der Reibung in den Zapfenlagern abge- 
sehen wird; da aber x-f-x^ , weil die Massen durch eine Schnur 
von const^nter Länge verbunden siud^ eine constante G-rösse ist, 
so ist 

d^ _ _ d^ . 

dt^"" dt» \ 
womit obige Gleichung wird 

(m— mJj^'==(m + mJg-N. ' * (a) 

Der Satz über die Arbeit gibt, wenn man annimint, die Massen 
gehen von der Buhe aus 

— (mTl-mj(^^) =mgCx--Xo)-i-ffl4g[x,-^(x4)o], 

wobei N nicht vorkommt, weil der Angriffspunkt von N nicht fort- 
schreitet Weil aber 
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ist , so wird die €f ieichung 

Das Qaadrat der erlangten GescWindigkeit der Massen ist also 
dem Wege, welchen beide Massen durchlaufen haben, proportional ; 
die Bewegung ist eine gleichförmig beschleunigte; die Beschleu- 
nigung ist 

d'x__ m'— m^^ ' 

/ * dt^""m + m,.^' ^""^ 

wie man durch Differenzirung der Gleichung (b) findet. Damit 
wird mit (a) . 

^' • :,, . V (m — m.)* 4mmi ,,. 

Ist S die Spannung der Schnur, so ist 2 &= if oder die Span- 
nung der Schnur die Hälfte von N. ,' , 

Denkt man sich die Schnur durchschnitten , und an (ien Enden 
die Spannungen S als Kräfte angebracht, so erhält man auf elemen- 
tarere^ni Wege dieselben Resultate. 

Ist das Trägheitsmoment der Bolle, wenn man deren Trägheit 

1 

auch berücksichtigen will,— m^r' und r ihr Halbmesser, die er- 

langte Winkelgeschwindigjteit «, so wird die Gleichung. (b) 
^(m + m,)(^^^ + — mjr'«* = (ra-mjg(x-x^). 

Wenn die Schnur nicht jiber die Rolle gleitet , sondern diese 

mithimmit, so ist ; t 

dx • 

^ ^^ = dT' ; 

woraus . * 

.. ^^m' + mt + - m,) (-57) = (m r-^ mi)g(x - xj , 

und die Beschleunigung 

d^.x m — m* ' , , 



- dt* m^m^ -f-}noij 
Die. Gleiehnng (a) bleibt unverändert. 



18* 



276 lU. Kräfte an einem Systeme Ton Massen. 

255. Zwei homogene Kugelu bewegen sich ih der geraden 
Linie 9 welche ihre Mittelpunkte verbindet, ohne «ich zn- drehen. 
Sie treffen auf einander. Ihre Bewegung nach- dem Stosse zu be- 
Btimmai. 

Es seien m and m' die Massen dieselr beiden Körper, v und ▼' 
ihre Geschwindigkeiten in dem Augenblicke, in welchem sie anfan- 
gen, sich zu berühren. Dabei sei v positiv und v' positiv nnd klei- 
ner als V, oder negativ. Im ersten Falle gehen beide Körper vor 
dem Stosse nacb derselben Richtung nnd m hat m' eingeholt , im 
zweiteü Falle bewegen sich beide Körper einander entgegen. Ver- 
möge der verschiedenen Geschwindigkeit drücken beide Körper aaf 
einander; dieser Druck sei znr Zeit t wähic^nd des Stoßses N, nach 
der Seite' der positiven v auf m^ und dem entgegen auf m.. 

Bei der als anmessbar klein vorausgesetzten Dauer desStosses 
kann man die ^ Wirkung der äusseren Kräfte während dieser Zeit 
ausser Acht lassen. Dann ist die Bewegung des Schwerpunktes 
beider Massen während, dieser Zeit ebenfalls als unmessbar klein 
zu betrachten. Die Zunahme der Grösse der Bewegung während 
des Stosses ist (Nro. 248) , wenn jgian mit u und u' die Geschwin- 
digkeiten der Schwerpunkte beider Kugeln am Ende der betrachte- 
ten Zeit bezeichnet 

m (u — v) + m' (tt' — v') = .. 

Der Druck zwischen beiden Körpern wird jedenfalls sa länge 

dauern, bis beide dieselbQ Geschwindigkeit haben, bis also a^ = u 

wird. Diese beiden gemeinschaftliche. Geschwindigkeit findet man 

' mv-hm'v' , . 

°^ m + m- • (*> 

Sind die Körper weich, so werden sie in der jetzt erlangten zusam- 
mengedrückten Form' bleiben, und beide mit dieser Geschwindigkeit 
u fortgehen. 

Sind die Körper dagegen elastisch, so sind sie zwar bis jetzt 
zusammengedrückt worden ; nun aber, wo der Druck von aussen 
auf jeden derselben aufgehört hat, fangen sie an sich wieder aus- 
zudehnen, wodurch abermals ein Druck K zwisch^i beiden Körpern 
entsteht, welcher wieder auf m' positiv und auf m negativ ist. Bei 
voUkommeü elastischen Körpern findet eine vollkommene Wieder- 
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herstellaog der FOrm statt; es wird also N dieselben Werthe rück- 
wärts wieder durchlaafen, welche es bei der Zasampiendrückung 
hatte, ond es wird also aach sein Antrieb wieder derselbe sein, wie 
beim Zusammendrücken , oder die Zunahme der <7r56se der Bewe- 
gung muss bei der Ausdehnung wieder dieselbe sein , wie bei der 
Zusammendrückung. Wird daher die Geschwindigkeit der Masse 
m' nach dem Stosse v'^ , so hat man 

v'i--u = u — v' oderv\=2u — v' 
und für die Masse m die erlangte Geschwindigkeit v^ (b) 

u — v. = V — u oder v. = 2 u — v ; 
Im. ersten Falle, dem der weichen Körper, findet eine Ab- 
nahme der rebendigen Kraft statt. Diese ist vor dem Stosse 

~mv'+ Ym'v'% 
nach dem Stosse 1 < 1 ^ «. 

Ihre Difibrenz ist 

iin(v»-tt') + |:m'(v'»-a»). 

Zieht -man von dieser Grösse 

u(mv-*mu-hm'v' — m'u) = 
ab , so erhält man für jene Differenz 

im(v~u)' + l-m'(u-vO», 

welche positiv ist; Die leben^ge Kraft des Systems hat durch den 
Stoss abgenommen, und zwar um die lebendige Kraft, welche den 
Massen m und m' mit den verlornen oder gewonnenen Geschwindig- 
keiten V — u und u,— v' zukommt Es ist diess ein specieller Fall 
des sogenannten Carnot' sehen. Satzes. Die lebendige Kraft, 
welche hier verloren geht , ist zur Umformung der Körper upd 
möglicher Weise zu einer entstandenen Molecularbewegung ver- 
wendet. . ■ 

Bei elastischen Körpern erhält man durch Subtraction der bei- 
den Gleichungen (b) 

V, -r Vj = V — v'. (c) 
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Die relative Geschwindigkeit beider Körper befaftlt. also hier die- 
selbe Grösse, ändert aber ihr Zeichen. 

Die lebendige Kraft des. Systems vor Hnd na£h dem Stosse ist 
hier dieselbe ; ihre Differenz .ist . . 

-1 11 1 

^ymv'4- g-m'v'«--^mv,'^ym'v,"=: 

= 2 B [ — m u + ra V — m ' -f m' V '] , 
was nach Gleichung (a) gleich Null wird. 

256. Ist die Masse m^ der vorhergehenden Nummer als an- 
endlich gross gegen m zu betrachten und ist v' = 0, so hat man 

u = 
und für den Fall elastischer Köft)er 

v' = -^ V. 
Eine elas^iäche Kugel , welche einen unbeweglichen "Körper trifft 
wird mit der Geschwindigkeit, mit welcher sie ankommt, zurück- 
geworfen. . . • 

Sind die Massen der beiden Kugehi gleich gross, so hat man 

2u.=:v4-v' undv4=v';'v'j=v. 

Hier findet also bei elastischen Körpern Äustauschung der Ge- 
schwindigkeiten statt. ." . 

Ist die eine Kugel vor dem Stosse in Ruhe ,' so geht sie nach 
dem Stosse mit der anfänglichen Geschwindigkeit der stossenden 
fort, und diese bleibt in Ruhe. Ist eine Reilie.voti' gleichen elasti- 
schen Kugeln so aufgestellt , dass ihre Mittelpunkte in einer gera- 
den Linie liegen, und stosst eine gleichie Kugel di6&e Reiihe nach 
der Richtung dieser Mittelpunktslinie an, so kom'mtr die stossende 
Kugel zur Ruhe, jede folgende erhält der Reihe nach die Geschwin- 
digkeit der stossenden ui^d kommt durch die. nächste Kngöl zur 
Ruhe , so dass endlich nur die letzte Kugel der Reihe mit der Ge- 
schwindigkeit der ersten stossenden Kugel fortgeht. Sind die Ku- 
geln der Reihein gegenseitiger Berührung, so bleibt scheinbar jede 
Kugel, mit Ausnahme der letzten, ganz in Ruhe, was experimentell 
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zeigt, dass deir Stoss ohne messbare Verrückuog des gestossenen 
Körpers vollendet wird. 

257. Eine um eine horizontale Axe dnrch ihren Mittelpunkt 
rotirende elastische Kugel trifft eine horizontale feste Ebene; wel- 
ches ist ihre Bewegung nach dem Stosse? 

Die Geschwindigkeit des Schwerpunktes der Kugel im Augen- 
blicke, in dem sie die Ebene berührt, seiy^ und a der Winkel dieser 
Geschwindigkeit gegen die Normale zur Ebene , der Einfallswinkel. 
Ist m die Masse der Kagel , so ist die Grösse der Bewegung in der 
Richtung. normal gegen die feste Ebene 

mvocos« 
und also, wenn N der veränderliche Druck zwischen der Ebeüe und 
der Kngel nach dieser Normalen bedeutet und v^ die normale Ge- 
schwindigkeit der Kugel beides zur Zeit t ^ - 

m(v^ —v^jcosa) = — /Ndt. 

Die Geschwindigkeit v^ wird Null, wenn 

— poi v^j cos« = — / N d t 

geworden ist; während der Ausdehnung der elastischen Kugel wird 
derselbe Antrieb wieder auf diese ausgeübt, so dass endlich die Ku- 
gel die Geschwindigkeit — v^ cos a normal gegen .diese Ebene oder 
die Geschwindigkeit Vq cosa von dieser weg hat. 

Ist r der Halbmesser der Kugel und a>o die anfängliche Winkel- 
geschwindigkeit der Botation , so ist die Geschwindigkeit des Be- 
rührungspunktes anfänglich 

. . Vj, sin a — r ©o . 

Dieser Geschwindigkeit wirkt die Reibung an der Ebene ent- 
gegen; diese ist also dem v^ sinos entgegengerichtet, so lange die 
Geschwindigkeit des Berührungspunktes positiv ist, wie v^ sin a oder 
gleich gerichtet, wenn die Geschwindigkeit des Berührungspunktes 
negativ wird. 

Jst die Gfeschwindigkeit des Berührungspunktes während der 
ganzen Dauer des Stosses positiv ;■ do ist , wenn v^ die Seitenge- 
schwindigkeit des Schwerpunktes in der Richtung tangential zur 
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Ebene ist, .und wenn io die Winkelgescbwindigkeit der Rotation 
ist, 

iii(v^ — v^sina)= — ^ /Ndt, 

— mr'(» — •#,) = -f-^T/ Ndt, 

woraos, weil a, , 

/Ndt==2myoC08a 

für die ganze Dauer des Stosses ist, 

Vy = v^,sina — 2fiVj,co8a und 

5tty«cosa 

C0 = tf H ^ 

• r 

folgt. . Es oimint also bier die tangentielle Geschwin^gkeit des 
Schwerpunktes ab, aber die Rotationsgeschwindigkeit so. Es ist 
aber vorausgesetzt, dass ▼ — r» auch am Ende des Stosses noch 
positiv seL Man sieht, dass die Geschwindigkeit des Berührungs- 
punktes kleiner geworden ist. 

Die Kugel verlässt die Ebene mit den Geschwindigkeiten 
v^ = — Vp cosa und- V ^: v^ sina — 2/» v^ cosa; 
ist ß der Zur&ckwerfungswinkel , so ist . 

V- 

tan ß = — ^^— = tan a — 2 u. 

— V r- . 

X 

Der Zorfickwerfungswinkel wird also nur dann gleich-dem Einfall- 
winkel, wenn keine Reibung vorhanden ist; ist die Reibung dem 
v; sina entgegengeriehtet , so wird der R^i^ionswinkel kleiner als 
der Einfallswinkel, andernfalls wird er grösser. 

Die lebendige Kraft der Kugel vor dem Stosse ist 

lm(fr'«»-Hv'). 

nach dem Stosse ist diese nur dann unverändert, wenn keine Rei- 
bung vorhanden ist; die Arbeit der Reibung ist vergleichbar mit 
den hier betrachteten Aenderaugen der Geschwindigkeit , weil zwar 
ihr 'Weg unmessbar klein, sie selbst aber ausserordentlich gross ist. 
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258. Ein biegsamer ^aden ist gerade gespannt durch eine 
Kraft P. In ihr wird eine beliebige Strecke, sehr wenig aas dieser 
geraden Linie gebracht, und den einzelnen Pnnkten in dieser Strecke 
werden beliebige , aber sehr kleine Geschwindigkeiten mitgetheilt; 
nun wird der Faden sich selbst überlassen. .Die Bewegung seiner 
Theile, welche aus. dieser Störung des Gleichgewichtszustandes er* 
folgt, zu bestimmen. 

Wir nehmen von einem Puujtte des Fadens an drei Coordina- 
tenaxen an, die x in der Richtung des gerade gespannten Fadens; 
y und z rechtwinklich darauf. 

Der Punkt des Fadens, welcher im Ruhezustande bei der Ab- 
scisse X liegt, habe zur Zeit t die Coordinaten 

x-f-$,ijundf 
nach x,y und z, wo 5,ij,f Functionen von x und der Zei^t'sein 
werden. 

Für einen zweiten Punkt, welcher in der Ruhelage unendlich 
nahe bei dem ersten liegt, sei in der Ruhelage die Abscissex + ^x, 
dann werden die Coordinaten dieses Punktes zur Zeit t sein 

x-H5 + iJx+~^i!x; i9H-4^<Jx;i--+-4^irx. (a) 

dx ' dx dx . _ ^ 

Aus der Verlängerung des Stückes des Fadens, das ursprünglich 
die Länge ^x hatte, wie aus der Ablenkung desselben aus der Rich- 
tung X entspringen Aenderungen in seiner Spannuiig. Diese Span- 
nung sei S in dem Anfangspunkte des betrachteten Stückes, ^ welr 
cher N heissen mag, und welcher in der Ruhelage die Abscisse x 
hat; während K' der Endpunkt des betrachteten Stückes sein soll. 
Die Spannung liegt in der Richtung der Tangente an den Faden 
bei N. Ihre Componenten nach x, y , z sind 

.,S^ = Sco8(S,x); Sy=Scos(S,y); S^ = Scos(S,z). 

Diese Componenten werden Functionen von x und t sein. Bei 
N' wird man daher zu derselben Zeit als Componenten der Span- 
nung das haben, was obige Ausdrucke geben, wenn Qian in ihnen 
X + dx für X setzt. DieSB gibt die Componenten 
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is /o V ( d[Scos(S,x)]^. o /o V d[Scos(S,Y)]^t 
'^ ^ dx ^ dx 

Scos(S.z) + imi^>J^.. 

Denkt man sich das Stuckchen Is^N' des Fadens aus diesem aas- 
geschnitten , so mas& man an ihm die Züge der weggeschnittenen 
Fadentheile anbringen, nm den Zustand in ihm zu erhalten ,' wel- 
cher ihm als Theil. des zusammenhängenden Fadens zukommt. 
Diese Züge sind aber die Spannungen in N und N'. Man wird da- 
her im Punkte N die obigen Componenten mit entgegepgesetztem, 
im Punkte N' dagegen mit ihren Zeichen anbringen müssen. Da- 
mit ergeben sich die Componenten der das Stückchen NN' bewegen- 
den Kräfte 

^ "d [S cos (S, x)] .' d[Scos(S,y)] . d [S cos (S. z)] , 

' — 5 ax ; -" -z ox; ■ -. — ox. 

dx dx dx 

Ist m die Masse der Längeneinheit Ües mhenden Fadens , so ist die 
Mass« des Theilchens N N' gleich 

m^x\ , ' 

Die Coordidäten des Schwerpunktes dieses Stückchens werden nur 
um Unendlich kleine von den Goordinaten des Anfangspunktes ver- 
schieden sein , und dasselbe wird auch von den Beschleunigungen 
des Schwerpunktes gelten. Man hat daher die Beschleunigungen 
des Schwerpunktes, da x von t unabhängig ist, 
. ' d»? d'f] , d'f 

• dl^; dt~»"°^dT»' 

und damit ergeben dcb die dref BewegongsgleichnDgen 

ii 
.d'y_d[Scosj:s,.y)] 



„d»|^ a[Scos(S,x)] 

at'~ nn^ ' 



m' 



dt«~- ^x. ' •. : ■ ^•'^ 



d*r_ d[Sco8(g,z)] 
""dt»- dx 



.259. Um aiM diesen GleichDDgen die Bevegang des Fadens 
abkiten za.k.ÖDnen, tnnss die Abhängigkeit der Spadnnng von den 
Verschiebungen festgeslellt werden.- Die Physik' lehrt, dass in 
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einem gespannten Faden dnrch Verlängerung eines Stückes, das die 
Länge 1 hat, um e eine Vermehrung der Spannung um Ee eintritt; 
dass also, wenn P die Kraft ist, welche den Faden ursprünglich 
spannt, und ihm die Länge* 1 gibt, die Kraft P + E^ diese Länge 
um le vermehrt, so dass die Länge desselben Fadens bei der Span- 
nung P 4- Ee gleich 1 H- le ist. Das ob^n betrachtete Stück NN' 
des Fadens hat die Länge (a) 

während seine Länge bei der Spannung P gleich dx war; seine 
Ausdehnung auf die Längeneinheit beträgt daher 

V0H-©V(^)V(|f)'-=- 

und die Spannung in ihm beträgt daher P + E e « 

Setzt man nun voraus, es seien die Werthe von 55^, f wäh- 
rend der ganzen Dauer der Bewegung sehr klein , so wird dasselbe 
von den Ableitungen dieser Grössen nach x gelten ; rechnet man 
dann mit diesen Grössen , als ob sie unendAi klein wären , das 
heisst, läs'st man die höheren Potenzen derselben gegen die niedern 
weg, so eAält man eine Annäherung, die um so grösser ist, je 
kleiner die Verschiebungen 5,^,f sind, und die für uöendlich kleine 
Verschiebungen das richtige Resultat ist. 

Damit wird 

' d| .. 

^ = dl - ^^> 

"'^^ S = l> + E^. 

• dx 

. Die GojsijMiß, der Winkel (S,x); (S,y); (S,z) findet man 

cos (S> x) = ' ^ .^ ' ■ " ' oder annähernd wie oben 



cös (S, x) = 1 , 



und ebenso 
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COS (S, y) = ^ y \:,_^ 2 ^I TTT ' *°Dähernd == -^ , 



und cos (S, z) annähernd = ^r- • 

^ ^ dx 



Damit werden nun die Gleichungen (b) der Bewegung 



"'dt^.=PdI^' ^'^^ 

•"dT'^^d?- 

260. Diese Gleichungen zeigen zunächst, dass die Beweguo* 
^en nach- der Länge des Fadens, nach x, unabhängig von den Be- 
wegungen rechtwinklich auf x, und dass diese nach zwei aufein- 
ander rechtwinklicfan Richtungen zwar nach demselben Gesetze 
erfolgen , aber die eme aiich ungestört durch die andere. Die Be- 
wegung in dei* Richtung von x nennt man die. Longitudinal- 
bewegung des Fadens, die beiden andern, oder die aus den beiden 
andern resultirende die Transversatbewegung, Beide, die longi- 
tudinale und die transyersale^ Bewegung erfolgen nach demselben 
Gesetze, aber die eine Constante, von welcher die erste abhängt, 
E ist eine andere als die analoge Gonstante P für die transversale 
Bewegung des Fadens. Die transversale Bewegung tritt für sich 
allein auf, wenn 5 = (Tist, für jeden Werth von x; dfimit wird zu- 
gleich die. Ausdehnung des Fadens € bei der gebrauchten ^jinähe- 
rung gleich Null Die longitudinale Bewegung ist mit Ausdehnun- 
gen und Verkürzungen der Fadentheile verbunden, Verdünnungen und 
Verdichtungen , die transversale Bewegung aber nicht. Die erste 
hängt desshalb von dem Coefßöienten £ ab, den man den Elastici- 
tätsmodul nennen kann, die zweite dagegen nur von der Spannung 
P^ welche der Faden ursprünglich hat. 
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]>ie transversale Bewegnuiff. 
261. Setzt man 

m 
80 ist das allgemeine Integral der zweiten der Gleichungen (c) 

n = K+.f+f.-.t' (0 

WO F nnd f willküfarliche Functionen der ihnen als Indexe beigege-. 
beuen Grössen bedeuten; von der Richtigkeit dieser Behauptung 
überzeugt man sich, indem man die zweiten Ableitungen von rj 
nach t und nach x berechnet, und diese in die Gleichung (c) sub- 
stitnirt, welche dadurch identisch wird, was auch F und f fQr Func^ 
tionen sind» 

Für C erhält man dasselbe allgemeine Integral mit demselben 
Werthe von a. 

Die willkührlichen Functionen müssen nun so bestimmt wer^ 
den , dass sie dem Anfangszustande dc^s Fadens entsprechen. Ist 
gegeben f&r t s: 



, = y,und^ = a— . 



wo (p^ und t^^ beliebige Functionen von x sein können , welche nur 
der Bedingung der Stetigkeit und dem entsprechen, dasis beide nur 
sehr kleine Werthe haben , so wird für t = 

r,4-f =9, und-r^-X^ = -T^, 
» » ^» dx dx dx 

oder wenn man die letzte Gleichung nach x integrirt 

wo keine Gonstanie zogefikgtist, da diese in if>^ mit enthalten sein 
kann. Daraus findet man 

' 1 1 , 

Setzt man nun allgemein '^=ztj' + 1]" und. dabei 
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• V = F.+.., i?" = f..... . (g) 

SO ergeben sieh aus den vorletzten Gleichungen rf nndi^'V ^enu man 
x-h at oder x— at für x in den Werthen von F^^ und f^ setzt. 
Zeichnet man sich' die Gurven 

von welchen' die erste als Ordinaten die anfänglichen Verscfaiäbun- 
gen der Theile des Fadens gibt, die zweite aber durch die Tangen- 
ten der Neigtingeo ihrer Berührungslinien die durch a dividtrten 
anlänglichen Oescbwindigkeiten , ao erhält man die Wertbe von ij'i 
welche zu t == gehören, als die halbe Summe der Ordinaten bei- 
d^ Cnrven, während jj" fiir t= der halben Differenz dieser Or- 
dinaten gleich ist. \ . • 

262. Betrachten wir zuerst den Theil der Verschiebung 

so sieht man, dass ij" denselben Werth an einer Stelle x' zur 
Zeit t' hat, wenn . 

x--rat = x' — at', 
oder x' = 3r4-a(t' — t) 

ist. Die Ausbeugung i;' an einer Stelle X schreitet ajso in der 
Zeit t' — t um . 

. • a 
fort, das heisst gleichförmig mit der Gesell windigkeit a. Diese 
Geschwindigkeit ist unabhängig von x und daher für alle Punkte 
dieselbe. Es wird also derjenige Theil der Ausbengung des Fa- 
dens, welcher durch ifi** zu irgend einer Zeit gegeben ist, sich mit 
Beibehaltung der Aufeinanderfolge der Werthe der Ordinaten nach 
der Seite der positiven x mit der Geschwindigkeit a fortpflanzen. 
Ist also z. B. für t =;: der Werth von ij" nur von x i= bis x = 1 
von Null verschieden j für alle andern Werthe von x aber gleich 
Null, so wird zur Zeit t die Ausbeuguog r^** des Fadens nur von 
x=rat bis x = at + l gehen, und ausserhalb dieser Strecke ij'^ 
überall Null sein, von x = at bis x i= at -h 1- werden sich aber die 
Werthe von ij" gerade so folgen^ wie §fe zur Zeit von x = bis 
x = I aufeinander folgten. /Man, sagt hier, die Welle, welche zur 
Zeit t = durch 
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gegeben ist, Taufe mit der constanten ßescbwindigkeit a nach der 
Seite der positiven x an dem Faden fort. . Die Geschwindigkeit a 
der Welle ist aas (261) 



' m 



(h) 

m • 

and hängt also von der Spannang des Fadens P and seiner Masse 
m in seiner Läqgeneinheit ab.. • 

Die Greschwindigkeit, mit wßlcher sich ein Theilchen des Far^ 
dens bewegt ,.idt, so. weit. sie von ij'^ abhängt, 

dt ^ •d(x-at)'" . dx "■ dx'. 

oder sie ist gleich der negativen Tangente der Neigung der Beruh- 
ningslinie an. die durch ij" gegebene krumme Linie multipllcirt 
mit a» Steigt^also die krumme Linie , deren Ordinate tj*^ ist, nach 
der Seite der positiven x ah , so sind die Theilchen des Fadens in 
dieser Linie in der Bewegung nach der Seite der negativen y be- 
griffen ; föilt die Linie nach der Seite der positiven x , so bewegen 
sich die Theilchen des Fadens. in der Richtung der positiven y. 
Dort» wo diO'Beitübrangslinie der Axe der x. parallel geht, haben 
die Theilchen in diesem Momente keine Geschwindigkeit. 

263. Der andere Theil der Ausbeugung des Fadens 

gibt ganz ebenso eine Wellienbewegung nach der Seite der nega- 
tiven x; die Goschwindigkeit, mit der diese Welle sieh, fortpflanzt, 
ist wieder 






Di^ anf&ngliobe Form der Welle 

bleibt unverändert, und nur* in der Geschwindigkeit der Theilchen 
des Fadens besteht gegen die nach der Seite der positiven x fort- 
schreitende Welle der Unterschied , dass hier ' . 
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dt d(x-f-at) * dx dx 

isti In dem gegen die positive. Seite der x ansteigenden Xheile der 
Gorve ist daher hier die Geschwindigkeit der TbeHe des Fadens 
positiv, hier werden die ij* grösser, in dem absteigenden Tbeile da- 
gegen negativ, hier werden die ij' kleiner, wodurch eben das Fort- 
schreiten der Ansbeagnng nach der Seite der negativen x sich 
bedingt 

^ 264. Ist non öine beliebige Ansbengung in einem Theile des 
'Fadens , etwa von x == bis x => 1 anfänglich hervorgebracht , wo- 
bei die einzelnen Punkte des Fadenä zwischen diesen, Grenzen be- 
liebige Geschwindigkeiten haben können , während alle ausser 
diesen Grenzen liegenden Punkte des Fadens zur Zeit Null in der 
Gleichgewichtslage IQ Ruhe sind, so wird sich diese Äusbeugung 
in zwei theilen, welche durch ^ • 

. 1 1 ^ ./ 1 1 

gegeben sind, und welche im Allgemeinen beide ebenfalte die Länge 
l haben. Von diesen wird die erste nach der Seite der negativen 
X, die andere nach der Seite der positiven x, jede mit der Gre- 
«chwindigkeit a und 'Beibehaltung ihrer Form fortschreiten. So 
lange sich diese beiden Ausbeugungen theilweise noch überdecken, 
wird die Ausbeugung des Fadens die Summe ij^-hrj*^ sein. Nach 
der Zeit ^ 

werden aber beide Ausbeugungen sich getrennt haben, und nun 
werden nach beiden Seiten hin zwei im Allgemeinen verschiedene 
Wellen fortschreiten', deren Formen durch die beiden obigen 
Werthe von rj*' und ij" gegehen sind, welche sie immer beibe- 
halten. Dass hier aus einer dieser beiden Wellen nicht wieder zwei 
entstehen i hat seinen Grund in dem Zusampien*hange, welcher fflr 
Jede von dieisen zwischen ihrer Form un4 der Geschwindigkeit der 
Theüchen des Fadens besteht, nämlich 

dt dx dt 4x , 
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welche Bediognng bei der anfanglichen Ausbeiigong nicht erflUlt 
war. Ist dieas aber zufällig der Fall» so trennt sich diese Aas- 
bengang laicht in zwei Wellen/ sondern gibt nar eine nach der 
Seite der negativen oder der positiven x fortgehende Welle, je 
nachdem 

^ = + a ^ 
dt --dx 

ist. 

. Die Bewegung eines Punktes des Fadens wird fär die jenseits 

X gleich riiegenden Punkte fhr einen Punkt, dessmi Abscisse x^ 

ist, anfangen 9 wenn : ' . 

' x^ — at = l oder t= 

a 

geworden ist, und wird fortdauern bis ' 

X- -— at = oder t = —^ 
a 

geworden istk Die Dauer der Bewegung i&t 

-,-,.' , a 

far alle Punkte dieselbe, wie auch jeder dieser Punkte dieselbe Be- 
wegung durchlauft. 

Das gleiche gilt f&r die Punkte , die auf der negativen Seite 
der X liegen. Bei einem, dei* bei — x, liegt, fangt die Bewegung 
an für 

und dauert fort bis 

a 

Die longitndinale Bewegung. 

265. Die Gesetze dieser Bewegung sftd dieselben, wie fttr 
die transversale, nur ist hier die Geschwindigkeit, mit welcher die 
Wellen fortschreiten* 



T 11* 
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and .die Geschwindigkeit der Theile des Fadens' ist, Ar die nach 
der Seite der positiven x fortschreitenden WeUe 

-dr==~^d(x-bt)--'^— dF^-^^dT-""^^' 

und für die nach der negativen Seite der x fortschreitende Welle 
ebenso 

wo 8^' und ß' die an den betrachteten Stellen stattfindepden Aus- 
dehnungen bedeuten (c in Nro. 259). 

Die Geschwindigkeit der Theile des Fadens ist daher ;hier der 
Ansdehnang proportional, und zwar in der nach der. positiven Seite 
der X fortschreitenden Welle negativ^ wenn «'' positiv ist, oder in 
dem ausgedehnten Theile der Welle bewegen sich die Theilchen des 
Fadens dem x entgegen , in dem verdichteten Theile dagegen nach 
der Seite der positiven x. In der nach der negativen Seite der x 
fortschreitenden Welle ist das gerade umgekehrt, oder in' beiden 
Wellen bewegen sich die Theile dej: Verdichteten Welle nach der 
Seite, nach der die Welle fortschreitet, die Theile der verd&nnten, 
ausgedehnten, dagegen der Welle eütgegen, 

ZurliokweifaA§^ einer Well6. 

266. Ist ein Punkt des Fadens, welcher bei x=c liegen 
soll, unbeweglich befestigt, so kommt die Bedingung zu den bis- 
herigen, dass f&r x=;c die Ausbeugung sowohl als die Geschwin- 
digkeit gleich Null sein müssen, also für die transversale Welle 
mit den früheren Bezeichnungen 

ij = und --^ = . 

Ich setze voraus, c sei positiv. Es ist allgemein 

■und die anfängUclie Ausbeugnng kann sich entweder bis x = c oder 
bis zu ein^ln kleineren Werthe von x erstrecken. Dann Jkann man 
jedenfalls die anfängliche Welle wie oben in zwei zerlegen, voo 
. welchen die eine 
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Dach der Seite der negativen x fortläuft und daher den Punct c 
nie erreicht, oder wenn sie ihn anfanglich berührt, sogleich ver- 
lässt. Die andere 

dagegen erreicht den Punkt x = c und wird also dort eine neue Be- 
wegung hervorrufen , welche aber nur nach der Seite der negativen 
X fortgehen kann , weil dorthin allein freier Faden ist. Setzt man 
daher allgemein 

was dem allgemeinen Integrale der Differentialgleichung entspricht, 
wenn / eine noch näher zu bestimmende Function bezeichne^ , so 
kann man 

aus ^dem gegebenen Anfangszustande wie früher bestimmen , wozu 
dann noch die Bestimmung 

für alle Werthe von x = — 0© bis x == c hinzukommt. 

Lässt man nun die Bewegung ri' ausser Betracht, als hier 
ohne Einfiuss , so hat man nach 

^ = fx-at+/x+a* 

und diess muss für jeden Werth von t und für x gleich c der Be- 
dingung 

entsprechen. Daraus findet man, wenn man 

t-l- — — — fürt 
a a 

setzt . /x+at=-f«e-x-at • 

Diess entspricht der Bedingung (1) , weil für t = 

f 

nur Werthe hat, so lange x > c ist . 

Die Gleichung 

V — /x + »t^ '2c-.x-.it 

19» 
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entspricht aber einer Welle, welche aus der Entfernung 2c bei 
t = herzukommen scheint, und für welche bei x==2c der Werth 
von — ij'" derselbe ist, welchen iy" bei x = hat; und für 
x=:2c— x' der Werth von — iy'" derselbe, welchen rf* bei x' 
hat. Es hat also die Welle i;'" dieselbe Form^ wie ij", mit dem 
Unterschiede , dass die Zeichen die entgegengesetzten sind , und 
dass das am weitesten von x = wegliegende Ende der Welle ij" 
das nächstliegende der Welle ^q*" ist. Diese Welle schreitet nach 
der Seite der negativen x fort , wenn man sich den Faden über den 
unbeweglichen Punkt fort verlängert denkt, und erreicht Zu gleicher 
Zeit mit der Welle ri** diesen Punkt. An diesem treffen zu gleicher 
Zeit immer gleich grosse aber entgegengesetzte Werthe von ^'' 
und ri'*^ zusammen; dieser Punkt bleibt daher in Ruhe. FürJ^ = c 
hat man 

was miäbhängig von t gleich Null ist, wesshaib auch der zweiten Be- 
dingung, dass die Geschwindigkeit dieses Punktes Null sein soll, 
entsprochen ist 

Für Werthe von x kleiner als c werden beide Wellen zusammen- 
treten, interferiren, und dort die Gestalt beider sich ändern, bis 
endlich die Welle i;'^ ganz über c hinausgetreten und zu gleicher Zeit 
die Welle m'*' ganz innerhalb den bis. c gehenden Faden getreten 
ist» Nun geht die bei c zurückgeworfene Welle rj^*'* allein nach 
der Seite der negativen x fort und behält ihre der y gleiche, aber 
auf der andern Seite der y liegenden Form bei. Die Erscheinung 
ist ganz die, als sei das über das Ende c hinausliegende Stück der 
Welle ri" auf der andern Seite der y Axe wieder von o hereinge- 
kommen , an c zurückgeworfen werden. 

Die stehende Schwingung eines biegsamen 
Fadens. 

267i Ist der in den letzten Nummern betrachtete Faden an 
beiden Enden unbeweglich befestigt, so wird an jedem dieser Punkte 
die dort ankommende Welle zurückgeworfen , die beiden zurückge- 
worfenen Wellen durchkreuzen sich , kommen wieder an die unbe- 
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weglichen Pankte, werden aufs nene zurückgeworfen nnd so ent- 
steht zwischen den beiden Fixpnnkten eine eig^Chümliche Bewe- 
gung des Fadens, welche man, da bei ihr zwei Punkte des Fadens 
unbeweglich bleiben , und d«r Faden nur zwischen diesen hin und 
her schwingt, eine stehende Schwingung genannt hat. 

Ist 1 die Länge des Fadens zwischen den beiden Fixpnnkten, 
und der eine Fixpunkt der Ursprung der x, so wird jede der oben 
mit ri' und y bezeichneten Wellen nach der Zeit 

wenn a die Geschwindigkeit der Wellenbewegung bezeichnet, zu- 
rückgeworfen sein; bei jeder werden die nf und iff* dieselben Werthe, 
wie vor dieser Zeit, nur mit entgegengesetztem Zeichen haben, wenn 
man die Abscisse x mit 1 — x vertauscht Es wird also auch die 
Form des Fadens nach dieser Zeit wieder dieselbB sein, wie anföng- 
.lich, nur nach der entgegengesetzten Seite der y tind das Ende bei 
X = jetzt bei X = 1. 

Nach einer zweiten Periode 

"^ a 
wird ebenso aus dieser Form wieder die anfängliche Form des Fa- 
dens sich gebildet haben , so dass nach der Zeit. 

• a 
die Bewegung sich in gleicher Weise wiederholt. 

268. Dieselbe stehende Schwingung erhält man in folgen- 
der Weise. Erregt man an einem unendlichen durch P gespannten ^ 
Faden zuerst auf die Länge I, welche von A bis B gehe, die Aus- 
bengung 

und gibt dabei jedem Pankte die Geschwindigkeit 
dt * dx * 
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erregt von B aus abermals auf die Länge 1 die Ausbeugnog . 

und gibt auch hier jedem Punkte die Geschwindigkeit . 

dt"" VdxV 

wiederholt man endlich dieses je auf die Länge 2 1 in gleicherweise, 
und zwar sowohl nach der positiven , als nach der negativen Seite 
der X hin; so hat man eine Welle, oder vielmehr eine Wiederholung 
von gleichen Wellen , von denen jede die Länge 21 hat, welche sich 
mit Beibehaltung ihrer Form gleichförmig nach der Seite der posi- 
tiven x fortbewegen wird. Sie bringt nach .dem Stücke AB. ab- 
wechselnd eine Wellenform, welche dem ursprünglicfaeaWeUenstück 
Tj" zwischen diesen Punkten gleich, und solche, welche der in A 
zurückgeworfenen Welk tj* gleicht. 

Bringt man zu diesem Wellenzuge einen zweiten, welcher nach 
der Seite der negativen x fortgeht, und welcher nach AB abwech- 
selnd die ursprüngliche Form der i;' und dann die Form 4er in B 
zurückgeworfenen Welle ij" fuhrt , so wird durch diesen und. den 
ersten Wellenzug innerhalb AB die Form des Fadens und die Ge- 
schwindigkeit seiner Punkte in jedem Augenblicke dieselbe sein, 
welche in dem zwischen AB schwingenden Faden zu dieser Zeit ist, 
wenn tj' -^ if^*' die anfangliche Form dieses Fadens ist und die Ge- 
schwindigkeit de^ Punkte die dem' entsprechende 

d^ "d^ • 

dt ^ dt 
fürt = 0. .. ^ 

Bei dem üebereinanderwegschreiten fieser beiden Wellenzüge 
werden die Punkte A und B in Buhe bleiben, und ebenso jed^r um 
1 von diesen in der Richtung x entfernte Punkt. Diese Punkte 
nennt man die Schwingungsknoten. Ihre gegenseitige Entfer- 
nung ist die halbe Länge der sich gegenseitig durchdringenden 
Wellen. Zwischen' je zwei Schwingungsknoten entsteht eine 
stehende Schwingung, welcher der in AB. stattfindende!) gleich ist^ 
d. h. das dort befindliche Stück des Fadens durchläuft nach und 
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nach und in (^erselbea Däaer dieselben' Foimeo, welche das Faden- 
etüek AB -anninunt Die Oscillationedauer ist 

a , 

far die Wellen y bei denen a die Geschwindigkeit ist. 

Hat man zwei beliebige Wellen , von welchen die eine nach der 
Seite der positiven. x fortschreitet 

und die andern nach der 'Seite der negativen x 

SO wird sich ein Schwingangsknoten bei dem Ursprünge der , 
Abscissen durch die Interferenz dieser beiden Wjellenzüge bilden, 
wenn fiir.x = 

V + V' = F.i + f_.« . . 

unabhängig von t gleich ist, oder wenn 

' F = — 'f 

ist. Set^t.man in dieser Oieicbnog x für at, so wird sie 

Die beiden Wellenzüge müssen daher in der Weise symme- 
trisch um den Ursprung der CoordiDaten liegen, dass für rechts und 
links gleich weit abstehende Pankte 

ist. 

Dass dapn zu gleicher Zeit von beiden Wellen gleich grosse, 
aber entgegengesetzte Ordinaten nach x = kommen, .ist klar. . 

Soll in der Entfernung 1 abermals ein Schwingongsknoten ent^ 
stehen , so mnss auch 

sein. Setzt man hier t = , so-wird diese Gleichung 

a a 

Daraus folgt in Verbin.dung mit dem oben gefundenen Werthe von 
F^, dass die Function f immer für zwei um 21 auseinander stehende 
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Punkte densäben Werth geben muss, diiss sie periodiecll ist, oder 
dass der WelleD2ugi;'' aus gleicfaeo Wellen von der Länge 21 bestelieii 
müsse. Dasselbe gilt dann natürlich von 'ij'. Begreiflich kann 

21 
aber ij" auch anH Wellen voa der Länge — - bestehen, wo n eine 

ganze Zahl ist; dann wird anch bei 1 ein Schwingabgsknoten ent- 
stehen, abef auch schon bei — , — , — ... bis 1. 

n n p 

Die stehende Schwingung, welche hierbei auf die Länge 1 statt 
findet, besteht hier aas n einzelnen stehendep Schwingangen^ jede 

von der Länge — , und der Faden hat hier denselben Zustand der 

Bewegung wieder erreicht, oder eine OsciUation gemacht, wenn die 

21 
Welle um ihre Länge. — fortgepflanzt ist, d.h. in der Zeit 

21 
na 

Zerleping der stehenden Bohwiiigimg in einfiidie rtehmidie 
Sehwingrvigtn« ^ 

269. Ein particuläres integral der allgemeinen B^wegnngs- 
gleichung (Nro.259) 

dt» "" dx» ^ ^ 

ist ij = Acos(niix-f-a)Gos(mat4-/?)j 

wie man sich leicht überzeugt; A,m,a,/9 sind constant. 

-Soll dieses Integral eine zwischen den Fi:xpQnKten x = imd 
X = 1 stattfindende stehende SchwUigung geben, ^o muss 92 = sem 
für diese beiden Werthe von x, unabhängig von t 

Fülr X = erhält man ^ 

= Acosacos(niat+i9), 
woraus cos€t=0, 

und cos(mxH-a) = ±sinmx 

folgt« Das Zeichen kann man in den Werth von A legen und. hat 
damit ij = Asinmxcos.(ma-t4-/?). 

Für X = 1 gibt die Bedingung 
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0=:sinml, 

woraQd rnl'i= a^ und m =^ -p- 1 

wo a jede ganze Zahl vorstellen kann ; es genügt aber, nur positive 
Zahlen dafür za nehmen. Danfit wird 



fj = Asin— j — cos f — \- ßjj 



wovon sich leicht na'chweisen lässt, dads es in der früher gegebenen 
Form des allgemeinen lojtegrals enthalten ist Wegen der linearen 
Form der gegebenen Djfferentiaigleicbang entspricht nan anch 

_. . anrx /a/rat , ^\ 
^ == JA^8m--j--j50s^— p^ + i?J, 

wo für a nach, und nach alle positiven ganzen Zahlen gesetzt wer- 
den könnei^. 

Für t = soll nan 

sein. Diess gibt die Bedingung 

Da ß von einem Gliede dieser Summe zum andern andere Werthe 
haben kann , so sind die 

AjjCos/? and A^sin/? 

von einander ganz unabhängig und man kann also beiden Bedin- 
gnngen entspredien. . 

Es ist aber zwischen und 1, da man q>_^ hier gleich — ^^ 
annehmen kann 

2 ^ /* . ana , . anx 
g>,= y^yy^sm— j— dflpsm-p 



woraus ' « -,a 

A ^ 2 /• . ana , , 

A cos/y = -r-/y sm — j — da und 
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. . . ^ 2 /4^« . ttTTa , . . 

A^sm/J = — --— / -i — sin — r- da (m) 

^ ■ ünJ da l ^ ' 



folgt Damit wird 

2 /*. . ana . . . üTTX ä/r.at 
ri = -'jg) &m-r—dasin— — cos — z — 



2 1 /^V^a . ana. . anx . a/rat 

-> — JE— / -1 — sm*-; — dasin— T— sin — ; 

7t aJ da \ 1 1 



Die Dauer der OsciUation ergibt sich wie früher 

a 

Entspricht der Anfangszostand einem einzelnen Gliede dieser 
Reihe , so werden die Coefficienten aller andern gleich Null , und 
man hat dann entweder ein Glied von der Form 

. . anx ttTjat 
«y = Asm — j — cos-? — j — , 

oder von der Form . - • 

. -, . anx . aTrat 
1^4— Bsm — r— sm — j — • 

Die Bewegung,, welche durch ein solches Qlied . dargestellt 
wird, nennt man eine einfache stehende ^Schwingung. 

Betrachtet man die mit tj .bezeichnete , so sieht man , dass für 
X gleich 

A » 21 • ^ ^ 

a a 
Schwingungsknöten vorhanden sind/ Der Faden, die Saite^&rch- 
läuft eine OsciUation in der Zeit 

21 
aa 

Alle Theile der Saite kommen zu gleicher Zeit zur Ruhe^ und 
haben zu einer andern Zeit zugleich iiit Maximum der Geschwin- 
digkeit. 
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Ganz dasselbe g/i\t vod der zweiten Schwingung , welche darch 
^1 gegeben, ist. Der Unterschied ist nur der, dass bei der ersten, 
iy, die Oeschwinrfigkeit aller Theile des Fadens für t = Nnll 
sind, w&hrend die Theile bei der zweiten Schwingung för t = das 
Mäximnm ihrer Geschwindigkeit haben, nnd erst nach der Zeit 

in den Zustand kommen, welcher bei i; für t = statt findet, daBs 

also di6 Phase der zweiten Schwingung — gegen die der ersten 

2t 

ist. Die Amplituden der Schwingungen sind A und B. 

Die WTellen, aus deren Interferenz eine solche einfache 

Schwingung hervorgeht, sind fftr die oben mit ij bezeichnete 

Schwingung, da hier die Geschwindigkeit der Theilchen für t = 

selbst Null ist , also das frühere xp^ auch Null ist 

und sind daher beide gleich. Ihre Wellenlänge ist . 

2] 

a- ' 
Die stehende Schwingung eines Fadens, einer Saite, lässt 
sich daher im Allgemeinen aus einfachen Schwingungen zusamn>en- 
setzen, welche der Reihe nach die Oscillationsdauern 
21 1 1 1 

"=ir' Y^' 3"' 4^ 

haben; deren Amplituden verschiedene sind, auch einzelne gleich 
Null sein können. Die Grösse dieser Amplituden bestimmen die 
beiden Formeln (rn). Will man diese einfachen stehenden Schwin- 
gungen als durch die Interferenz zweier entgegengesetzt laufenden 
Wellen entstanden betrachten , so sind diese beiden Wellen ein- 
ander gleich , und ihre Form durch 

,, 1 . . Uttx 

oder . -_ 1 ^ dTTX 

+ yBcos— j— ,, 
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voB X = ~ QC bis + QO gegeben; für die eine gilt das obere, far 
<)ie andere das untere Zeichen. 

Ebenso wie hier die stehende Schwingung aus einfachen 
Schwingnogen zasamniengesetzt wurde » lässt sich die fortlanfeade 
Wellenbewegung aus einer unendlichen Reihe von einfacben Wel- 
lenzägen zusammensetzen, wobei die Beibehaltung der Form der 
Welle sich aus der Unabhängigkeit der Geschwindigkeit der Wellen 
von ihrer Länge ergibt. 



■^ ^ *»jy > >far*< v ^ ^ ■ 
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Viertes Buch. 

Kräfte an einem Körper, dessen Theile 
versehiebbar gegen einander sind. 



Die SpatiiHiiig und Pressung in einem Körper. 

270. Denkt man sieh durch einen Körper,' auf welchen irgend* 
wie Kräfte wirken,^ eine beliebige Ebene gelegt, so wird in jedem 
Punkte dieser Ebene ein Zog oder Qrack des Körpertheils auf der 
einen Seite der Ebene auf den Körpertbeil auf der andern Seite der 
Ebene stattfinden. Um einen Begriff von der Qrösse und Richtung 
dieses Zugs f&r irgend einen Punkt x, y, z dieser Ebene zu geben, 
gibt man an , wie gross der Zug auf die Flächeneinheit der Ebene 
sein würde, wenn er in jedem Punkte dieser Flächeneinheit derselbe 
im Grösse und Richtung wäre, wie er im Punkte x, y, z ist. Diesen 
Ziig auf die Fiäeheneinheit nennen wir die im Punkte x, y, z statt- 
findende Spannung; die Richtung dieser Spannung ist die Rich- 
tung des Zugs im Punkte x, y, z. Die Ebene, für welche diese 
Spannung gilt, nennen wir die Spannungsebene, 

Ist n eine durch den Punkt x, y, z gezogene gerade Linie, so 
bezeichnen ^ir mit N die Spannung, welche im Punkte x, y, z in 
der zu n normalen Ebene durch x, y, z stattfindet; ebenso .soll im 
Späteren X die Spannung in* der zu x normalen Spannungsebene 
bedeuten. 

Die Spannung N zerlegen wir in drei Gomponenten nach den 
unter sich reehtwinklichen Coordinatenaxen und bezeichnen diese 
Componenteii mit 

N.. N,. N.-. 
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sodass also N' = N,'-j- N '-hN ' 



y 



und . N N • N' 

cos(N,x) =^ ~; cos(N,y) =^; cofi(N,z) = -^ 

ist. Ebenso bedeute N^ die Componente der SpairauDg N nach der 
Richtung s ; X^ die Spannung in der zu x normalen Ebene zerlegt 
nach z. 

Hierbei ^olly wie bei den Kräften überhaupt, N. kein Zeichen 
haben, dagegen sollen N^, N , N, positiv sein, wenn diese Kräfte 
in die Richtung der wachsenden x, y, z fallen, andernfalls negativ. 

Zerlegynan flie Spannung n in eine nach n gehende „ also nor- 
mar zur Spannungsebene liegende Pomponente N^ und in eine 
zweite, welcha in der Spannungsßbene liegt, so nennt man die 
erste die Nor^alspannung in dieser Ebene und diesem Punkte, 
die andern die Tangentialspannung^ welchen Namen man auch 
deren Componenten in der Spannungsebene beilegt.. 

271. Die Spannungen rühren bei Körpern, deren Theile gegen 
einander verschiebbar sind, von den Verschiebungen her, welche 
die auf den Körper . einwirkenden äusseren Kräfte, in ihm hervor- 
gebracht haben , und von den Ausdehnungen und Verdichtungen, 
von welchen diese Veri^chiebnngen begleitet si^d. Bei jeder durch 
den Körper gelegten Ebene hat man den Zug auf den einen und den 
Gegenzug auf den andern Theil des EU^rpers, welche durch die 
Ebene getrennt ^ind, zu betrachten. Zug und Gegenzug sind gleich 
gross und entgegengesetzt, da ßie durch dieselbe Ausdehnung oder 
dieselbe Verschiebung bedingt sind. 

Wir betrachten die Nornaalspannung nach der Normalen, 
.welche aus dem Körpertheil, der betrachtet wird , austritt. Fällt 
also die Normalspannitng mit dieser Normalen zusammen, so übt 
der weggebrachte körpertheil auf den betrachteten einen Zug aps, d^r 
Körper ist an der betrachteten Stelle ausgedehnt; diess ist 4]erFall, 
wenn die normale Spannung positiv ist. Ist sie dagegen negativ, 
«0 Übt .der weggedachte Körpertheil auf den betrachteten eine Kraft 
aus, welche in diesen letzten eindringt, einen Druck; in diesem 
Falle nennt man die absolut genommene Normalspannung auch eine 
Normalpressung. 
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Unter X, T, Z werden wir immer die Spannungen in den zu 
X , y , z , normalen Ebenen verstehen , welche aa den Theilen des 
Körpers anzubringen« sind, aus ^eichen die positiven. x, 7, z her- 
austreten« X^ ist (fann immer, wenn positiv eine eigentliche Span- 
nung, wenn negativ eine Pressung. 

Die Gomponenteu des Zugs nach den dr^i Coordinatenax^, 
werden für eine endliche Ebene, von welcher d s ein Element ist, in 
welchem die Componenteh der Spannung 



N,. N,. N. 



sind 



yk^ds, yk^ds, yk.ds, 



wo die Integrale über die- ganze zu betrachtende Ebene auszudeh- 
nen Bind. . ^ * , ' < 

Das statische Moment dieser Züge ist für eine der Axe devx 
parallele Axen durch den Punkt Xq , yo » Za 



/n. (y - yo) d \-f^y (z - 2o) d B . 



Aendert sich die Spannung von einem Punkte zum andern stetig, 
so kann man die drei Gomponenten der Pressung nach Potenzen 
von X — Xe ; y — y© ; z ~ Zq entwickeln; ist dann die betrachtete 
Fläche unendlich klein , und liegt Xq , y© , Zq in dieser Fläche, so 
hat man mit Weglassung der' unendlich Kleinen von höherer Ord- 
nung als der zweiten, das obige Moment 

N,/(y-yo)d8-N^y(z-2o)dB, .. ' 

was sich, wenn Xq, y», z© die Ooordinaten d^s Schwerpunktes der 
betrachteten Fläche sind/ auf Null redueirt. . Für «ine unendlich 
kleine Fläche s ist daher bis zu unendlich kleinen der vierten Ord- 
nung das Moment des Zugs oder der Spannung in dieser Fläche für 
eine durch den. Schwerpunkt der Fläche gehende Axe gleich Null. 

272. Schneidet man aus dem Körper ein Hexaeder, dessen 
eine Ecke die Goordinaten x, y, z zur Zeit t hat, dessen Kanten 
dx, dy, dz sein sollen, so sind die ^Üge auf die um. die eine 
Ecke, um X, y, z liegenden Flächen 
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— Xdyd«; — Tdxdz; — Zdxdy;. 

negativ^ weil hier das poBitive x, y, z in den betrachteten Xörper 
tritty imd also den obigen Bezeichnungen zu folge hier die negativen 
Wertl^ genommen werden müssen. Aendern sich die Spannungen 
stetig» so sind die Züge in den um den Punkt z + dx,^y + dy, 
2 -j- dz liegenden Punkt 

(z+l|dz)d,dy. ■ : 

Wirkt noch auf das betrachtete Element des Körpers eine äussere 
Kraft, welche auf die Masseneipb«it redueirt f heissen mag, ist J 
die Dichte des Körpers an der betrachteten Stelle, so geben die 
StunmeA dei^ Gomponent^n dieser Kräfte, welche ^eich der Masse 
multiplicirt mit der Beschleuoiguqg sein müssen . 

. dX^ dY^ dZ, d*x ' 
dx , dy dz * dt* 



dv dz y dt' ^ ^ 



dX^ dY^ dZ^ d'y 

dx dy dz ^ dt' 

dX, dY. dZ. . d»z 

dx dy dz . ■ ; dt' 



wo7^2 f , f^ die Comppnenten von f nach den drei Goordinaitenaxen 
bedeuten. Diese Gleichungen sind dieselben wie in (Nro. Idö), in 
welchen hieran^ h näher bestimmt ist. 

273. Für das Gleichgewicht sind die Beschlemiguogeix Null, 
und man hat die weitere Bedingung, dass für drei sieh schneidende 
Axen die statischen Momente gleich Mull sein müssen, führt, wenn 
man diese Axeii. durch den Schwerpunkt des Hexaeders parallel den 
Kanten fuhrt, wo sie also auch durch die Schwerpunkte, je zweier 
Flächen des JBlexaeders gehen, mit Weglassung der Unendlich Mei- 
nen der vierten Ordnung zu den Gleichungen 

X,=;T,;X. = Z,; Y. = Z^. . (54) 

Es sind also in zwei sich rechtwinklich schneidenden Ebenen für 
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einen Punkt der Kante die Tang^ntialspanpungen , welche je auf 
der andern Ebene rechtwinklich stehen , einander gleich. ' 

Itiermit rednciren sich die nenn Gompoüentender Spadnnngen, 
welche in den Gleichungen (53) vorkommen, auf ^echs, nämlich 
die drei Normalspannangen X^» ^^9 Z^ und die drei tangentialen 

X, = YJX. = Z,;Y. = Z,. 

274; Denkt man sich durch den Punkt x, y, z drei mit den 
Goordinatenebenen parallele Ebenen gelegt, und diese durch eine 
schiefe Ebene geschnitten , Welche von den Kanten des gebildeten 
körperlichea Eckes die Längen dx, dy, dz abschneidet, so ent-. 
steht 'ein Tetraeder ; bringt man in den Seiten dieses Tetraederi^ 
die Züge an, welche von den umliegenden Körpertheiien in 'diesen 
Seitenebenen ausgeübt werden, so muss dieses Tetraeder im Gleich-, 
.gewichte bleiben, wenn der gainze Körper im Gleichgewichtszu- 
stande war. 

Es sei n die JJormale vom Punkte x, y, z auf die schiefe 
Ebene, i^ber diese verlängert; s die* Grösse der schiefen. Begren- 
zungsfiäche des Tetraeders; dann sind 

s cos (n, x) ;. s cös (n, y) ; s cos (n, z) 

die Projectionen der schiefen Endfläche des Tetraeder» auf die zu 
X, y, z normalen Flächen, und also die zu diesen Richtungen nor- 
nialen Seitenfiäehen des Tetraeders. 

Für die Summe der an' dem Tetraeder vorkommenden Züge in 
der Richtung von x hat man . 

'~X^s'cos(n,'x) — • Y^scos(n,y) — Z^scos(n,z)-h sN^., 

wo N die Spannung in der zu n normalen Fläche s bedeutet. ; 

Die Masse des Tetraeders ist ein TJnendlichkieines der dritten 
Ordnung, wesshalb die auf die Masse des Tetraeders wirkende 
Kraft gegen die oben bestimmten Züge, welche mit s. Von. der zwei- 
ten Ordnung, sind, wegfällt. Für das Gleichgewicht des'betrach- 
teten Tetraeders erhält man so die erste von den drei folgenden 
Gleichung€|n : . .\ 

Holtzmann, theoret. Mechanik. ' 20 
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N^ == X^ C08 (n, x) -4- Y^ COS (n, y) -h Z^ COS (n, z) ^ 

Ny = Xy cos (n, i) 4- Yy cos (n, y) •+■ Z^ cos (u,z) , (a) 

N^ = X^ cos (d, x) 4- Y^ cos (n, y) M- Z^ cos (d, z). 

Diese dr^i Gleichungen bestimmen der Grösse ond Richtung nach 

die Spannung N, Welche itn Punkte x» y, z in der zu n normalen 

Ebene stattfindet. 

275. Aus X^, X , X^ findet man die Componente der Span- 
nung X nach der Richtung n gleich 

X^ = X^ cos (n, x) -H Xy cos (n, y) 4- X^ cos (n, z) , 
was, weil X^ = Y^ und X- = Z^ 

ist, d«rs(}lbe Ausdruck ist, welcher oben fdr N^ gefunden wurde. 
Es ist daher, aUgente^n ffax je zwei . Linien, x und n, welche sich 
schneiden ia dem Durchschnittspunkte- 

\ 276. Aus ddn Wörthen vöb N^, N , N^ findet man N' durch 
quadriren undaddiren. Bemerkt man dabei, dass 

' X,'-hXy*-hX/ = X» 

ist, und analogeii für Y und Z gilt, so erhält mai^. 

N* = X'cos(n,x)*-+-Y*co8(n,y)'4-Z^cos(n,z)» 
' -h 2 (X^ Y^ ^ X^ Y^ -♦- X. YJ cos (n, l) cos/n, y) .(b) 

-1-2 (X, Z^ M- Xy Zy -♦- X. Z,) cos (n, x) cos:(n, z) 
.. -f-2(Y-Z^-f-YyZy-f-Y^ZJcoiBr(n,7)cos(n,z). 

Legt man durch den Punkt x, y, z zwei Linien in und 1 recht- 
winkUch unter sich und auf n, so hat ma;n fQr' die Spannungen M 
und L in den zu m und 1 rechtwinklichen Ebenen analoge Aus- 
drücke; durch Addition findet man. Weil z. B. 

cos (ü, x) cos (ü, y) 4- cos (m, x) cos (m, y) -f- 
-h cos (1, x) cos (1,'y) = cos (x, y) = 
ist, iN*-HM* + Z* = X'-f-Y?+ZV (c) 

Die Summe det Quadrate der Spannungen in drei Unter sich 
rechtwinklichen Ebenen ist f&r deren Durchsch&ittspnnkt ecnstant, 
wie immer diese drei Ebenen um diesen "Punkt gedreht werden. 
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277. Um die Spannaog N durch eine geometri^clie Oonstruc- 
tion zu fioden, trage man auf diie Bichtuag n die voriäufig noch 
unbestimmte Länge n auf, deren Frojectionen auf die Goordinaten- 
axen mit r , 9 ,) bezeichnet werden sollen. Dann ist 

r = ncQs(n,x); )^=:nco8(n,y); j = ucos(n,;e). 

Werden die Werthe dieser Cosinus jn die Gleichung (b) substi- 
tuirt, und. mit &' multiplicirt, endlich aber die Länge n so. be- 
stimmt, dass ... 

ist, so erhält man 

l = X'r* + Y»i!i'4-Z*j» + 2ar^9 + 2.8rj-h2eH, '(d) 
wo die Coefficienten der doppelten Producte der Cosinus, welche 
in der Gleichung (b) vorkommen, der Beihe nach durch 9t,'S3, ^ 
bezeichnet sind. 

Hier' sind die Öoefficientqn X, Y, Z, Sl, SB, 6 unabhängig 
von der Grösse und Sichtung von n, also auch von' r,^ Und J. Die 
obenstehende Gleichung ist die Mittelpunktsgleil^hüng eines Eliip- 
sdides; die Spannung N ist die ReciprokiB des H^aibmessers dieses 
Ellipsoides, welcher in. der Richtung n liegt, also normal zu der 
Spannungsebene ist. # 

278. Die Normalspannumg in der zu.n normalen Ebene ist, 
N^ == N^cos (n, x) 4- N^ cos (n, y) .4- N^ cos (n,z), 
was mit den oben gefundenen Werthen von N^^, N j N^ gibt 
N^'=X^cos(p,x)* + Yyjcos(n,y)^-f-Z^cos(n,z) . 

-4-2XyCOsj[n,x)cos(n,y) -i-2X^cos'(n,x)cos(n,z) (e) 

4- 2 Y co:s (ui y) cos (n, z) . 

** 

Die Summe der Normalspannungeh in- drei auf einander recht- 
winklich^n Ebenen findet man hiermit codstant für den Durch- 
schiiittfipunkt dieser Ebenen, wie sie auch um diesen Durchschnitts- 
punkt gediretht werden, 

. 279. Au^b. ^ Normalspannung läs^t sich geometrisch cdn- 
struiren. Trägt man ip der Richtung von n die vorläufig, nach 

20* 
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nnbestimmte Läi>ge n auf, und bezeichnet wie oben die Projectionen 
von n aaf die Coordinatenaxen mit jr, ^ pnd }, B^tzt omn 
,n'N;=:5±l, . 

80 wird die Gleichang in der vorhergendeil Nnmmer 

£l=X^r» + T^9' + Z;j»-h2Xyr9H-2]5.tj-h2t.^j. (f) 
Bas ist die Gteicliang einer Fläche vom zweiten Orade anf ihren 
Mittelponkt bezogen; der Halbmesser n dieser Fische, gibt die ^or- 
makpannong in der zn n normalen Ebene gleich 

n» 



±TT> 



wo da)» obere oder das untere Zeichen zn nehmen ist, je nachdem 
man in der obigen Gleichang das obere oder das untere Zeichen zu 
nehmen hat. 

,.280, . Eine Fläche vom zweiten Grande hat drei aufeinander 

. rechtwinkliche Axen. Wählt man diese zu den Axen der z, y, z, 

so müssen in. der Gleichung für die Fläche zweiten Grades die 

Glieder mit dea. Prodacten der Coordinaten wegfallen, also für 

diese Coordinäten. > V 

X^ = X. = Y=0 

sein. Es finden also in' den zu diesen Richtungen normalen Ebenea 
keine tangentialen Spatmungeo* statt, oder die Spannungen stehen 
hier normal auf den Spannungsebenen, und fallen also mit den Nor- 
malspannungen Cur diese Ebene zusammen. Es gibt also in 
jedemrPnnkte eines Körpe]*s drei aufeinander rechtwink- 
liche Ebenen; für welche die Tangentialspannungen Null 
sind, oder auf %^elchen die betreffenden Spannungen nor- 
mal sind. Die Spannungen in diesen Ebenen nennt man die 
Häuptspannungeh in dem betreffenden Punkte. Wir bezeichnen 
diese mit A, 3 und C^und die Normalen zu den Ebenen der Haupt- 
spannungen n?it a, b, c. 

231. Haben die drei Bauptspannungen einei^ei Zeicben» sind 
. sie alle positiv oder Spanimngen im engeren Sinne , oder sind sie 
alle drei negativ,' also Pressungen, so wird die oßige Glelchnng im 
ersten Falle * 
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im zweiten , — 1 = Ar*-+-Bl>'M-Cj', 

and in beiden Fällen ist die Fläche ein Ellipsoid,. dessen Halb- 

axen 

vh n= n- 

sind. Die Normalspannnng M^ anf die zn n normale Ebene ist 
dann positiv oder niBgatty mit den Hauptapannnng'en zu gleich ; es 
findet normal zu allen um x, y, z liegenden Ebenen entweder Span- 
nung im engern Sinne statt, oder in allen Pressung; der Körper 
ist um den Punkt x, y, z entweder nach allen Richtungen ausge- 
dehnt, oder er ist nax^h allen Richtungen zusammengedruckt. 

Haben dagegen die Hauptspannung^n verschiedene Zeichen, 
findet also nach den Richtungen der drei Axen theils Spannung, 
theilfi Pressung statt, so hat man zwei Flächen 

+ l=Ar' + B)?'-H-Cj* und 

— l=Ar'H-Bv'-hej».' 
Beides sind Hyperboloide, und die Normalspannung nach irgend 
einer Richtung n wird nun eine Spannung fm engeren Sinne sein, 
odei; eine Pressung, d. h. positiv oder negativ, je nachdem dieses 
n das erste oder das zweite Hyperboloid trifft. 

Zwischen beiden Hyperboloiden liegt ein Conus, dessen Glei- 
chnng 

= Ar» + Bv?'4-Cj» 

ist, und welchen} beide Hyperboloide asymptotisch sind. Den Sei- 
ten dieses. Kegels entspricht 

■ n;=o. : 

Diese Seiten sind daher die Normalen zu Ebenen, in' welchen, 
innneV im Punkte x, y, z, der Spitze des Kegels, keine normale 
Spannung, sondern nur tangentiale vorkommt. 

2821 Bezieht man die Gleichung (b) auf die Axen der Haupt- 
spannungen, so wird sie, weil hier 
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ist N' = A'co9(n,a)*-l-B'cos(n,b)^-l-C'cofi(n,c)', (g) 

und man sieht, dass das fiUipsoid (d) mit den Flächen der letzten 
Nummern dieselbe Lage der Azen hat, welche hier ' 



1 1 •! 



sind. 



283. Für dijä Gomponenten der Spannung nach den Richtun- 
gen der Hauptspannungen findet man axks (a) 

,Nj^ =: A cos (n, a) ; N^ = B cos (n, b) ; N^ = C cos (n, c) . (h) 

Man findet also die Gompon^nte der Spannung in der zu n 
normalen Ebene nach der Richtung einer der Hauptspannungen, wenn 
man diese Hauptspannung auf die Richtung der Normalen h pro- 
jicirt. 

Hieraus ergibt sich noch eine zweite Gonstruction für die 
Spannung N; man kann die drei Hauptspannungen A, B, C auf die 
Richtungen* von n auftragen und auf die Richtungen a,. b, c proji- 
ciren, dann aber die so erhalteneh 

nacl\ dem Kr^fteparallelepiped zusammensetzen. Man sieht aber 
leicht, ;dass die so erhaltene Spannung N der Halbmesser eines 
EUipsofdes ist, dessen Axen A, B, G sind. Die Gleichung dieses 
Ellipsoides erhält man , inden^ man die drei (Grleichungen 

Na N^ N„ 

cos(n,a)=^ — ; cos(n,b) = — ; cos(n,c)=;^ 

quadrirt und addirt , was 

K N,» N/ V,. 

gibt. Nj^, Nj^, N^ sind hier die Goordinaten.' 

Dieses Eilipsoid nennt man gewöhnlich das Spännungsellip- 
soid. Man muss nicht vergessen^ daSs die hier erhaltene Span- 
nung N nicht etwa ^u einer Ebene gehört, die auf N normal ist, son- 
dern zu einer, welche zu dem oben gebrauchten n normal ist, des- 
sen Lage durch die drei oben stehenden Gosinus gegeben ist. 



Die Spannung und PteMong In einem KOiper. 311 

284. Die KormalspaDnaog.ip der zu n normal^ Ebene ist 
N^ = N, cos (n, a) •f N^ cos (n^ b) -f- N^ cos (n^c) 

A • B ^ C ^ 

Die Gleichung der Spannnngsebeoe ist^ wenn man ihre Goor- 
dinaten von dem betrachteten Punkte x, y, z an -zählt und gleich 
a, b, c setzt, 

= acos (n, a) + b cö8(n, b) + c cos (uj c),^ 
was gibt . aK bK cN . 

A- B ^ C 
Diese Ebene ist parallel zur tangirenden Ebene an die Fläche 
^4 a» bV c* -.,. 

±^=Ä-^B-^-C ^ , - 0) 

an der Stelle, an der diese von N durchdrungen ^ird. Diese 
Fläche ist ein EUipsoid, wenn A, B, C gleiche Zeichen haben, an- 
deoifalU erhält man zwei Hyperboloide , das. eine mit einem das 
andere mit zwei Aesten wie oben in Nro. 281. Das Quadrat ;der 
Entfernung der tangirenden Ebene von dem Ursprünge ist die Nor- 
malspannung und diese ist positiv oder negativ, je nachdem/zu der 
berührten Fläche -f- 1 ödier — 1 in obiger Gleichung gehört. Das 
Quadrat der Entfernung des Berührungspunktes von dem Ur*- 
sprangeist 

.... 'K ' ^ ■•" •'- • 

und N liegt in .der Richtung dieses Halbmessers , so dass man ateo 
mit Hilfe dieser Construction alle hierher gehörenden Fragen be- 
antworten kann. ' 

, '285. Wie man aus der vorhergehenden Nummer sieht, stehen' 
im Allgemeinen nur die. drei Hauptspannungen auf ihren zugehöri- 
gen Ebenen normal; füc jede andere Ebene ist die Spannung schief 
gegen die Ebene gerichtet, und gibt also .eine tangeatiale Com- 
ponente.' Soll ^ie Spannung immer normal auf der Spannung^- 
ebene aejn , so muss der Halbmesser der Fläche (i) inimer zugleich 
eine Normale auf diese Fläche sein, was ndr für die Kugelfiäche der 
Fall ist, und diese einhält man nur, wenn 
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die drei HaoptspaonuDgejo in d^m betrsR^hteten Punkte gleich gfoss 
sind. Dann aber sind alle Spannungen nm diesen Punkt gleich 
gross: Dieser Satz lässt sich auch so ausdrucken : Sind rings um 
einef^ Punkt keine tangentialen Spannungen vorhanden, so sind die 
Spannungen rings um diesen l^nnkt unter sich gleich. 

Sind zwei der Hauptspannungen A und B einander gleich, so 
wird das Spannungsellipsoid ein Rotationsellipsoid mit. der >Axe c. 
Dann sind die Spannungen in allen Ebenen durch den betrachteten 
Punkt, welche gleich geneigt gegen die c'Axe sind^ unter sich gleich, 
und die Spannungen in den Ebenen , welche durch c gehen, ebenso 
unter sich gleich und überdiess normal auf diesen Ebenen. 



Hydrostatik. 

. f ■ , . ■ ' ' ■ * • 

2Ö6. .Die Lehre vom Gleichgewichte der flüssigen Körper 
nennt man Hydrostatik, Bei 'ihr wird gewöhnlich definirt, ein 
flüssiger Körper sei ein solcher; bei ' dem die Theilchen frei neben 
einandei: beweglich seien, bei welchen) also zwar normale. Spannun- 
gen und Pressungen vorkommen könpen, nicht aber tangeptiale. 
Eine «piche Flüssigkeit kapn man als eine vollkommene betrachten; 
die Flüssigkeiten, welche in der Natur vorkomraeii, entsprechen 
abiger Definition nur theilweise, wesshalb auch njanche Erscheinung 
gien bei ihnen den Folgerungen aus der obigen Definiftion nicht ent- 
sprechen. \ . 

287. Nach der obigen Definition der vollkommenen Flüssig- 
keit Sind die Spannungen in einem Punkte A derselben in allen sieb 
in A schneidenden 'Ebenen gleich gross (Nro,285); es ist daher 
hier« nicht naehr nothwen'dig, die Richtung dieser Ebenen zu be- 
iseichnen* 'TTeberdiess kommen bei 'Flüssigkeiten nur ausnahms- 
weise positive Spannungen .vor, sondern beinahe immer nur Pres- 
sungen^ Wir bezeichnen daher hier die negative Spannung oder 
die Pressung der Flüssigkeit in einem JPunkte, dessen Coordinaten 
X, y, z sein mögen äurch einen Bilchstaben p. Damit werden dann 
die Bedingungen des Gleichgewichtes in Nrö. 262. 
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dx . *' dy y' dz ** ^ ^ 

wo zl. die Dichte der Flüssigkeit und f^, f ; f^ die Componebten der 
auf die Masseneinbeit Wirkenden äusseren Kraft ist. 

288. Die Pressung p^kann beim Gleicbgewichte nnt von der 
Lage des Punktes x» y, z abhängen und muss sich daher als eine 
Function dieser Coordinaten ausdrücken lassen. Diess jgibt die 
Bedingungen, dass Gleichgewicht möglich sei 

dxdy dy dx ' . 

drp _ d(jg ^ ä(JO 

. dxdz dz dz 

d»p ^d(Jp ^ i(^0 
'■' dydz dz dy 

Diesfi Gleichiiögen sagen, ,dass zit' eine Function von x, y, z sein 
müsse. Ist die Dkhte der Flüssigkeit qonstant, so sagen die 
Gleichungen, es mu^s die Kraft, welche auf die Masseneinheit ein- 
wirkt,, eine Function Von X, y, z sein, es muss also eineKraftfunc- 
tion (Nro. 229) für diese Kraft jsxistiren. 

Ist dagegen die Kraft constant, so. muss. die Dichte. sich als 
eine Function yon x, y, z ausdrücken lassen. Ist z. B^ die äussere 
Kraft die Schwerkraft, ist z vertical abwärts gerichtet^ so hat 
man 

dp^o- ^^0' ^==.ja. , ; 

Aus den beiden ersten Gleichungen folgt p unabhängig von x und 
und y, also allein abhängig von z. Die djrrtte Gleichung zeigt 
hiermit, dass auch A nur eine Function von z sein kann, dass al^o 
/l in einer horizontalen Ebiene einen constanten Werth hab$n muss, 
der aT)er yon einer horizontalen Schichte ^ur andern ein anderer 
, seiu kann. Da aber *^ nur von der Pressung und der Temperatur 
abhängt, und auch die erste in einer horizontalen Schichte cpnstant 
ist, fio folgt, dass Gleichgewicht in einer schweren Flössigfceit^nur be- 
stehen kann, wenn die Temperatur in jeder horizontalen Schichte 
constänt ist , während sie von einer zur andern sich andern kann« 
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289. 'Die Gleichung 

j£- = 4f, oder dp = Jf^dx/ 

welche die Aenderung der Pressung d^r Flüssigkeit in der Richtung 
.2 gibt, sagt, diese Aenderung sei für die * Strecke d^s gleich der 
nach X zerlegten JKraft, wielche die Sdiichte FlüssigkeitrVon dpin 
Querschnitte eins und der Iiänge d.x in dieser Richtung swtreibt» 
wobei! die Kraft and. die Dichte der Flüssigkek überall gleich der 
im Punkte x, y, z. genommen wird, 

Die Richtung x ist hierbei g^z willkührlich; nimmt man dx» 

sodass 

-dp = zirdx = 

wird, oder dass sich die Pressung in der Richtung dx auf diese 
Länge nicht ändert, so rauss f^ Null 6cin , also f selbst rechtwink- 
lieh auf dx stehen. Geht* man von dem Punkte x, y, z ringsherum 
zu solchen Punkten, in welchen p denselben Werth. hat, so be* 

. schreibt man um jt, y, z ein Flächenelement, in welchem die Pres- 
sung dieselbe bleibt, und auf welchem die Kraft f, welche die Flüs- 

X sigkeitstheilchen angreift, nach dem obigen nortnal stehen muss. 
Eine solche Fläche, in welcher die Pressung überall denselben Werth 
hat, nennt man eine Gleichgewichtsfiäche, oder gewöhnlicher 
eine Niveaufläche. Sie steht also in jedem Punkte normal anf 
der das Element d^r Flüssigkeit bei diesem Punkte angreifendea 
Kraft. ' . 

Geht man von ein.er Niveaufläche zu einer ändern, nächst- 
liegenden, ist in^der ersten dje Pressung p, in der zweiten p->-dp; 
nimmt man d« in der Richtung der Kraft f, so hat man 



^=<'f. 



- — *^.'oder dp = z/fds. . 
,ds . *^ , 

Der Abstand beider Niyeauflächen ist daher dem Producta J( 
umgekehrt proportion^.l , oder wenn 4 con$tant ist, der Kraft f. 
Die Fläche der grössere;n Pressung liegt in der Richtung der Kraft, 
die Fläche der kleineren dem entgegen* , 

In 4er Regel ist der .Druck auf die freie Oberfläche einer Flüs- 
. sigkeit überall derselbe, diese ^Iso eine Niveau^äch^. , 
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Angaben fiber das Gleichgewicht der Flüssig- 

-keiten. 

9l6icligewicht einer söhweren tropfbaren riüMdgkeit. 

290. Die Pressung. Die tropfbaren riüssigkeiteri sind 
sebr wenig zosammendrückbar. . In der Regel vemachlässtgt man 
bM Hmen die von ihrer .Zpsammendrückbarkeit herrührende ,Aende-' 
mng der Dichte. 

Nimintr man die Axe der z vertical abwärts, die der x und y 
aber horizontal , setzi nian voraus > dass ansser der Schwere keine 
andere \^raft wirkt » so sind die Gleichgewichtsbeditignngen 

dx ' dy , ' dz • ^ 
Das allgemeine Integral der letzten Gleichung ist - 
. z = z^gz-f-F^^ 

wo F^ eine willkührliehe Function von X und y bedeutet Diebeiden 
ersten Gleichungen zeigen aber, dass p nach x und ilach y constant 
ist ; diese willkührliehe Function reducirt sich also durch die beiden 
ersten Gleichungen anfeine Coiistante; hiernach ist 

p = z/gz-f-pö, 
wo Po die Gonstante sein äoU. Sie ist die Pressung der Flüssigkeit 
in der Horizontalebene z =^ 0. , ' 

Dieser Ausdruck von p zeigt, dass die Pressung in einer hori- 
zontalen Schichte überall dieselbe sei, dass die horizontalen Flächen 
Niveaüflächen für die schwere Flüssigkeit sind, fct eine, freie Ober- 
fläche vorhanden , in welcher etwa durch die Luft eiiiiL constantjer 
Druck auf diese Oberfläche stattfindet, so ist die Pressung in dieser 
Oberfläche gleich jen^m Drucke fär die Flächeneinheit. Diese 
Oberfläche ist dann. horizontal. Ist aber der Druck auf die Ober- 
fläche nicht constant, so ist auch die freie Oberfläche nicht hori- 
zontal. 

291. Gehört der Punkt x, y, z der begrenzenden Geföss- 
wand ari, so ist die Pressung p.do^t durch die obige Forftael gege- 
ben. Im Punkte x, y; z findet auf die Gefässwand nach der 
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nonnalen auf sie ein Druck Btatt, welcher Ar die Einheit der 
Fläche gleich p ist Diesem Drucke mnss ^ Wand durch ihre 
Festigkeit widerstehen, wenn die Flüssigkeit in dem Gre^sse in 
Buhe bleiben soll. 

.292. Im Vorstehenden ist die, Zusammendrückbarkeit der 
Flüssigkeit nicht beachtet; bei sehr hoh^n Flüssigkeitssänlen kann 
man diese aber nicht immer vemacblÄssigen. 

Wird ein Volumen v^ einer Flüssigkeit durch die allseitig an- 
gebrachte Pressung 1 in das Volum v^ *(1 -r-i) gebr^pht, ist J^ 
die Dichte dieser Flüssigkeit vor der Zusammeodrückung und J 
nach dieser, so ist 

Vt z/i = Vj (1 — i) J, woraus 

J =^ J^' oder nahe J^ (1 -h 4) , 

da 4. bei tropfbaren Flüssigkeiten immer sehr klein ist. 

Die Physik lehrt nun, dass diese Flüssigkeit untejr die allseitige 
Pressung p gebracht, das Volumen v^ (1 — P^) annimmt, woraus 
ihre Dichte 

sich ergibt. • ' 

D,amit wird die dritte der Gleichgewichtsbedingungen 

woraus 1 i /< , >\ ^ , r. * 

. -j-ln(l +pd) = z/igz + Con8t 
o • _ 

Jst der Druck für z ;= gleich p, , so erhält man 

woraus (1 + Po S) e^"*" - K 

Da i immer sehr klein ist, so kann man setzen 

womit wird . ' ' 
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P = ?•+(!+ Po ^)^igZ+Y(l-hp,<jK/g^2.'(J. 

Es ist aber (l+po^)/ii die . Dichte der Flüssigkeit unter dem 
Drucke po ; bezeichnet man diese durch J^ und yertaascht man in 
dem sehr' kleinen letzten Gliede einmal J^ mit z/q, was nur einen 
Fehler in' den Gliedern mit den höheren, Potenzen von d gihjt, so 
wird die Formel 

1 " 

p = Po+^og2-<:2-^o'g'z'<J- . 

Dmek auf eiif ebenes Stttck der Gefässwand. 

293. . Ist da eih Element dieser ebenen Wandfläche in der 

Tiefe z unter der Oberfläche der Flüssigkeit, ist Po^ die Pressung in 

fieser Oberfläche; so ist, wenn ipan die Znsammendrückbarkeit 

der Flüssigkisit vernachläsi^igt , der Druck der Flüssigkeit auf das 

Element da . ^ ^ \ ' 

(Po-l-z/gz)da. ^ 

Dieser Druck |geht normal auf die Wandfläche, und also für alle 
Elemente der ebenen Wandflä^che parallel. Der Druck D auf die 
ganze Wandfläche ist. ' 

D = / (Po + ^g2)da = Po a 4- 4gZo a, 

wenn t^ die Tiefe des Schwerpunktes der Wandfläche unter der 
Oberfläche der Flüssigkeit ist, und a die Grösse der Wandfiäche. 

Um den Angriffspunkt lierv Resultirenden dieses • Drucks zu 
finden, sei b die horizontale Breite der Fläche bei der Ordinate z; 
8 die in der Neig^ngslinie der Ebene von ihrem Schwerpunkte ab- 
wärts gemessene Ordinate eines Punktes, der in der Tiefe z unter 
der Oberfläche der Flüssigkeit liegt; dann ist der Druck auf das . 
Element bds der Ebene gleich 

(Po-hzfgz)b.ds . • 

und das statische 'Moment dieses Drucks in Beziehung auf eine 
durch den Schwerpunkt in dei; Ebeqe gezogene Hori^ontaÜinie ' 

s(po-Hzrgz)bd,s/ 
womit, wenn man s^ die: Ordinate des Angriffspunktes der Resul,- 
tirenden, des Mittelpunktes des Drucks nennt 
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Ds^ f^ / (p^-hJgz)uhiB, 



das lotögral über' die ganzei Ebene ausgodehDt. 

I8t Don a der Neigungswinkel der Ebene giegen die Terlicale, 
so ist . , , ' - 

Z = Zo -f-s.cos«, 
damit wird 



»8l=/(P( 



z/gZo + ^g8Cosix)sbds = 

= (Po -fzfgZo) /sbds-h^^cosa /s'bds. 

Das erste Integral ist Nall, weil s vom' Schwerpunkte der Ebene 
an gerechnet ist; ()eim zw&iten Integral ist jedes IHement der 
Fläche, bds mnltiplicirt mit dem Quadrate seiner E^tferwing vqp 
der gebrauchten Axe der Momente. Dieses wäre, wenn bds ein 
Massenelement wäre, das Trägheitsmoment dieser Masse. ^ Man 
trägt nun den Mamen Trägheitsmoment, aaf alle in gleicher Weise 
. gebildete Prodttcte, ob Massen oder nicht, .über« und nennt jalso auch 
das zweite Integral das .Trägheitsmoment der ebenen Fläche far 
die in ihr horizontal durch den Schwerpunkt gehende Axe. Dieses: 
heisse Q, dann ist 

D«£ =.^gQcosa. . . , ' 

Für den Werth vpn s^^hat man danit^ > ^ 
_^ zfgQcos«; 

*'r" (Po+^gZo);a .. 
Ist Po = 0, so "wird diess 

QcosÄ 
az^ 

Für ein Reckteck, dessen Mn^e in . der Jlichtung der Nei- 
gungslinie 1 ist, während die eine Seite hör izontar liegt, findet 
man . 

'•^•'1 l'cosa 

für einen Kreis vom Halbmesser r 



4z^ 
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Druck isr sehweren Plüssigkeit auf di6 Wand des OefäsBes nach 
einer bestimmten Bich^nng. 

294, Ist da ein Element der irgendwie gestalteten Wand- 
fläche, ^welche eine. Flüssigkeit begrenzt, so ist der nach der Nor- 
malen auf da gerichtete Druck der schweren Flüssigkeit auf diese» 
Element 

; (Po-+-^?2)da., 

wenn z die Tiefe dieses Elementes unter der Oberfläcbe der Flüssig- 
keit bedeutet und f^ den Druck auf die Flächeneinheit der Ober- 
fläche.. Zerlegt man diesen Druck nach einer borizontatea 
Richtung^ die x beissen mag« so ist seine Gomponente nach x 

^ .(p<^+-t:^gz)da.co8(a,x), 
wo (n,x) der Winkel der nach aussen gerichteten Normalen mit 
der Hichtung X bedeuten 'soll dä.cos(ii,x) ist. die positiv oder 
negativ genommene Projeotion des Elementes da auf eine ^^ x nor- 
male Eb^e 7«z, je nachdem (n,x) ein spitzer oder ein stumpfer 
Winkeilst. Denkt man. sich nun einen Cylinder, dessen Seiten 
parallel x sind, und dessen Querschnitt gleich dem «bsaluiten 
Werthe von dacos(n,x), durch das Gefäss gelegt; geht man- in 
diesem von einem Punkte ausserhalb des Gefässes zuerst in 4ieses,^ 
wo beim Eintritt der Gylinder eben das genannte Element da aaa 
der G^fasQwand ausschneidet, während n die.Normale für dieses- 
Element bezeichnet, so ist hier '(n,x) ein stumpfer Winkel,, und da- 
her die Gomponente des Drucks auf. dieses Element negativ und 
gleich . ^ 

(Po4-^gz)dacos(n,:5). . 

Beim Weiterfortgehen in diesem Gylinder wird man an die 
Stelle kommen, an wacher er ans dem begrenzten Oefasse aus- 
tritt; ist das Element, das er aus der Gefässwand hier ausschneidet,,' 
gleich da^ und h^ die; Normale auf dieses Element, so ist die Gom- 
ponente dejs Drucks auf die Gefösswand nach x für diese Stelle 

(Po -K /igz) d a' cos (n', x). 
Aber (n^x) ist beim Austreten nothwendig spitz, daher jüese Con^- 
ponente positiv, und weil 

da'cos(n'x) 
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ebenfalls die Grösse des Querschnittiä de^ Gyllpdeps ist 

(Po -^ ^gz)dacoa(n,x) -h (po -h z^gz)da'Cos(n<,x)^0. 

Sollte fdr das weitere Fortgehen in dem.Gylinder ein abermaliges 

. Eintreten in das Gefass stattfinden, so wird diesem ein abermaliges 

Austreten folgen , und die Summe der Drücke auf diese beiden 

Elemente der Wand in der Richtung der x abermals Null söin. 

Denkt man sich aber durch die ganze Masse solche mit x pa- 
rallele Cy linder gelegt, so sieht man,^dass sieb alle Drücke auf die 
feste Wand des Gefasses nach x zerlegt, paarweise aufheben, 'also 
der DrQck der Flüssigkeit aüaf die ganze Grenzwand in .der Richtung 
Von 3! gleich Null ist' . 

Ein irgend wie gestaltetes Gefass mit einer festen Wand wird 
daher durch die in demselben befindliche Flüssigkeit nach keiner 
Borizontal^ü Richtung bin gedrückt. 

Denkt man sich ebenso verticale Cylinder durch die t'lfissig- 
keit gelbgt, und tritt eine^ von diesen durch die freie Oberfläche 
ein, and in der Tiefe z wieder ans, w^o er das Element da aus der 
Wandfläche aussehneidet, &o ist der verticale Druck airf dieses 
Eliement 

. ' (Po+4gz)dacos(n,z). 

dacos(D,z) ist hier die Horizontälprojection von da/ al^o der 
Querschnitt des Cylinders und Jgzdacos(n,z) das Gewicht denn 
diesem Cylinder befindlichen Flüssigkeitsmasse. Ist po der Drock 
etwa det atmosphärischen Luft, welche «das Gefass rings -umgibt, 
und vernachlässigt man den Unterscbied von Po in verschiedenen 
Höhen , so ^ird auf die Aussenseite des Gefässes , so weit dieses 
in den betrachteten Cylindet fallt, der Druck de^ Atmoöp^äre 

Podacos(ii,z) • 
von unten nach oben sein, wekher den entsprechenden Druck von 
ob^n nach unten aufhebt. Durch die Flüssigkeit selbst .Wird daher 
auf das betrachtete Element ein verti'c'aler Druck abwärts ausge- 
übt,' weicher dem Gewichte der Flüssigkeit in dem Gefasse verti- 
cal über diesem Elemente gleich ist. * 

Tritt def Cylinder erst in der TjefeZi in das Gefass Hud bei 
Z2 wieder aus ^ sind d a^ und n^ ^ d a, und n, die' Elemente der 
Gefässwand und die Normalen auf diese Elemente beim Ein- und 
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Austritt^'- SO ist der verticale Drpck der Flüssigkeit auf diese bei- 
den Elesmente zusammen ^ 

• /igii^dy^ cos(ni,z)-f- JgZjda2C08(D,,K>. [ ' . 

Kun ist 'daiC08(ni»z) der negativ genommene und d ajcog (n, ,.z) 
der positive Querschnitt des l)etraGhtöten Gylinders, welcl^er dq 
beissen soll ; daher obiger Druck 

d.h. da^ Gewicht der in dem Gefasse innerhalb des betrachteten 
Cylinders befindlichen FlQsßigkeit, wie bei dem zuerst betrachteten 
Falle. Es ist daher der verticale Druck . aller in dem Gefasse be- 
findlicher schwerer Flüssigkeit gleich dem Gewichte* dieser Flüssig- 
keit. Auch geht aus den Betrachtungen hervor» dass die liesul- 
tirende dieses Drucks durch den Schwerpunkt der Flüssigkeit in 
dem Gefässe geht. 

Dasselbe Resultat erhält man begreiflich in viel einfacherer 
Weise durch andere Betrachtungen. . 

Der Auftrieb eiper schweren Flüssigkeit. 

295. Betrachtet' man in gleicher Weise , wie in der vorher- 
gehenden Kümmer, den Brück auf einen in der Flüssigkeit be^d>- 
liehen festen- Kötper,^ so findet man, dass dieser nach irgend einer 
hori^OQtalen Richtung hin keinen Druck erleidet, dass er aber ver- 
tical aufwärts einen Druck . erleidet , welcher sgleich ist dem Ge- 
wichte der Flüssigkeit/ welche den Räum des Körpers erfüllen 
würdjB, wenn dieser ganz untergetaucht ist, oder welcher den Raum 
des untergetauchten Theils des Körpers erfüllen würde, diesen 
durch eine horizontale Ebene in der Oberfläche der Flüssigkeit ab- 
geschnitten. Diesen Druck vertical aufwärts nennt man den Auf- 
trieb der- Flüssigkeit, und drückt obigen Satz gewöhnlich so. 
aus ; der Auftrieb einer Flüssigkeit auf einen eingetauchten Körper 
ist gleich dem Gewichte der verdrängten Flüssigkeit. 

Man sieht zugleich aus den obigen Betrachtungen , dass der 
Auftrieb einer Flüssigkeit durch den Schwerpunkt' der' verdrängten 
Flüssigkeit geht. 

HoItsmftJi«, thBoret. Mechanik.. . 21 ' 
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vo J^ HDd F^ vülkakriicbe Functionen, i^specare Tcm r «ad tob z 
sind, wekbe je dvrcfa die aado« GleidmBg bestiBBit nqdeiL So 
criiikattii 

wo p^ die P^e&sang in der Axe bei z = ist. * 

For eine XiTeasfläehe bat man p ~ p^ ooDslaat; dfe GleidvDg 
g^ als Meridiancaire der SiTeaoflaebe one Paiabel mit &er Axe 
z, deren Sdieitel in der Tiefe 



liegt, und deren Parameter 

nm so grteser ist, je klooer die Wlokeigeaebwindig^cit ist. 
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Ist für die Oberfläche p^p^ constant, so ist die .Gleichung 

dieser .. ' ' . 

Sind zwei Flüssigkeiten übereinander, weiche knit verschiede* 
Der Gteschwindigkeit um dieselbe Axe^otiren» so mass in jeder die 
Gieichang (a) bestehen, nar kann die Gonstante in der zweiten 
Flüssigkeit einen, andern Werth haben, als ii^ der^ ersten. IstJ 
die Dichte der oberen Flüssigkeit, a> ihre Winkelgeschwindigkeit, 
and Po der Druck in ihr bei z — und r = , so ist für sie 

p=;po-f"^gz-f-^Jr*a)'. 

Smd für die zweite, untere Flüssigkeit J^ und Wi die Dichte 
und die Winkelgeschwindigkeit, so ist in ihr 

: p = J^ gz-l-~ z/| r'«4 '-hConst. 

^ür die Trennungsfläche beider Flüssigkeiten müssen die Pressun- 
S^ sich aus beiden Gleichungen identisch ergeben ; sind daher z^ 
iiQd ff die Coordinaten der Trennungsfläche, so hat man 

(Po — Const) = (Ji — /l)gz^ + ~r^ '{Jj wi ' - z/«'). 
Ist noch Zi für r^ =0 gleich z\ , so wird 

0=±(J,-J)g(i',~zO~lr,!(4co,'-^Ja,';, - 

welches die <jleichung der Merjdiancurve der Trennungsfläche ist. 
Man sieht, diese ist eine Parabel mit der Axe z, deren Scheitel 
bei z\ liegt, und deren Parameter 

*8t. Dabei ist die Parabel nach oben oder nach unteii gekehrt , je 
öÄchdem dieser Ausdruck positiv oder negativ ist , was von den 
Drehgeschwindigkeiten der Flüssigkeiten abhängt. 

I)r9dL auf einen in die rotirende Flüssigkeit gesenkten KöTger. ' 

297. Ist iQ die rotirende Flüssigkeit ein Körper, gesenkt, so 
erleidet der Auftrieb auf ihn durch die Rotation ä&r Flüissigkeit 

21* 
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um eine «^ariicale Axe keine Aenderung» wie man $ich leicht dorch 
die Betrachtang eines cylindrischen Terticalen Elemeqtes über- 
zeugt. 

Zerlegt man femer den Körper in horizontal^ , paralle^epipe- 
dische Elemente, deren Seiten parallel mit x gehen, ^on welchen 
wir eines betrachten, das bei 7,.z. liegt, and den Qaerscfanitt dydz 
hat j far welches 'femer x^ and x^ die Coerdinatea des Eintritts in 
den Körper und des Apstritts aus diesem sind, so ist die Oompo- 
nente des Drucks der rotirenden.Flüssigkeit auf die Aussenfläche 
dieses Elementes in der Richtung von x 

-(po-l-Jgz-Hlj(x,'+y»)«»)dydz-f 

= -i^(x,'-XiOtoMydz = 

. =-j(x,-.xJdydz^^«!, • .^ 

d. h. gleich der negativ genommenen Gömponente näcn x der Cen- 
trifngalkrait, welche der das Volumen dieses Elementes erfüllenden 
Fliissigkeitsmaaise 

z/(x2 — Xi)dydz 
zukommen würde, wenn . sie In dem Mittelpunkte diqs^s. Elementes 
odejr in der Entfernung 



3^1+^1 \ '_^^7 



von der Drehaxe entfernt wäre. 

Nennt man die Masse, des betrachteten Elementes d,m; x' die 
Entfernung seines Mittelpunktes von der Ebene y, z, so ist die 
oben berechnete Gömponente des Drucks- 

und diess gibt für die Summe dieser Gomponenten nach x für den 
ganzen Körper 



, r— «^ y x'dm= — «ö'mx^,,** 
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wenn Xq die Coovdin^te des Schwerpunktes der den' Raum des 
KQr{)erB gleichmässig. erfüllenden Flüssigkeit, and m die Masse 
dieser Flüssigkeit bedeutet. 

Setzt man diese Gomponenten zu einer Kraft X zosammen, 
so liegt der Angriffspnqkt dieser Kraft bei den Goördinaten y' und 
2' , welche durch • 



, — co^ /x'ydtn == — oi^roxoy' 
— w' /x'zdm =;= — 



and 



0'' 



bestimmt sind. 

Ebenso, findet inan die Compdnente des Drucks auf den Kör- 
per in der Richtüpg der y Axe 

Yd=-«*myo, 
wo yo die Entfernung des Schwerpuhltes der den Körper gleiqh- 
förmig erfüllenden Massem von der Ebene xz ist; die Goördinaten 
x" und z" des Angriffspunktes von Y ergeben -sich aus . ' 

/y'xdm = myoX" und /y'zdm=: my<,z'^ 

Legt man die Axe der x durch den Schwerpunkt des gleich- 
förmig mit Masse erfüllten. Volums des Körpers, so ist Y~0, aber 
die Momente von Y werden nicht gleich Null, wenn -nicht die Axe 
der y eine Hauptaxe des gleichförmig dichten Körpers ist. tm 
Allgemeinen wird sich daher der Druck der rotirenden Flüssigkeit 
reduciren auf eine Kraft X, welche den Körper in der Richtung von 
seinem Schwerpunkte durch die Axe -z gegen diese hintreibt, Und 
in ein Kräftepaar, welches •den Körper um seilten Schwerpunkt zu 
drehen strebt. , ^ 

Sind die Axen x, y, z Hauptaxen des Körpers, so geht der 
Druck der Flüssigkeit durch den Schwerpunkt des gleichförmig dicht 
erfüllten Voltrms'des Körpers. , ' 

.. Nimmt der Körper an der Rotatien um. die z Axe Theil, was 
jedenfalls durch. den Stoss der. Flüssigkeit, der oben nicht beächtet 
ist ,. eintreten wird , so. wirkt auf den Körper seine eigene. Centrifu- 
galkraft gleioh. m^ r^ c»', wenn m^ 'die Masse des Körpers r^ die 
EntfiernuBg des Schwerpunktes von der Axe der z ist. Ist der 
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Körper bomogeA, so istr^ gleich- dem oben gebraücbtenzQ. Neben 
dieser Kraft wirkt >Qcb bier ein Kräftepaar anter denselben um- 
ständen, wie oben.. 

Nimmt man den einfacheren Fall, dass die Kräfte dnrcb den 
Schwerpunkt des homogenen Körpers gehen , so wird dieser dnrch 
die Kraft ' ; ' 

/' (m^ — m)ri co^ 

von der Axe weggetrieben. Bezeichnet man das Volumen des Kör- 
pers mit V , die Dichte mit J^ und die der Flüssigkeit wie bisher 
mit /i, so laüsst sich dieser Ausdruck durch - 

• V(J,-J)r,a,' ■ . : . 

ersetzen. 

Diese Kraft, welche man bei der Aufbereitung der Erze ver- 
. wendet, ist also proportional dem Volnmen, der Differenz* det 
Dichten und dem Quadrate der Rotationsgeschwindigkeit, und kann 
durch Erhöhnng der )etztern bis zu sehr grossen Werthen, selbst 
bei geringen Differenzen der specifischen Gewichte gesteigert 
werden. 

Kommt ein Körper in die rotirende Flüssigkeit , so wird er \on 
dieser zuerst gegen die Axe gezogen , bis er durch den Stoss der 
Flüssigkeit eine hinreichende . Rotationsgescbwindigkeit erhalten 
hat. Ist seine Dichte grösser, als. die der Flüssigkeit, so wird er 
dann wieder mit beschleunigter Bewegung von der Axe weggewor- 
fen, während der weniger dichtiB Körper in der Axe bleibt Diess 
die bekannte Erscheinung bei Wirbeln. 

PI» Fressmig in einer tropfbarflüBsigen Kugel, deren Tbeile gegen- 
seitig gravitiren. 

298.' Ist p die Pressung in einem Punkte A in dejr Entfer- 
nung r vom Mittelpunkte einer Kugel aus tropfbarei* Flüssigkeit, 
deren TJieile sicli umgekehrt proportional dem Quadrate ihres Ab- 
standes anziehen, der allgemeinen Gravitation unterworfen sind, ist 
V die • Potentiälfunctiön in dem Punkte A und J die. Dichte der 
Flüssigkeit 'an dieser Stelle, so wird eine der Gleichungen (65, 
Nro,287). 
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dp'_ _ dV 
dr ~ ^ dr ' 
woraus, wenn d als copstant betrachtet wird ' ' 

p-p,=J(Vo^V) / ' 
sich ergibt, wo Po die Pressung an der Stelle ist, an welcher die 
Potential.function den Werth Vq hat. 

> Für eitle homogene Kugel vom Halbmesser R ist die Potential- 
fun ction hier . 

o 

wo f die Constanie der Gravitation ist; das negative Zeichen ent-. 
spricht der Anziehung. ' 

Ist Po, die Pressung an der Oberfläche, constiint, so ist 

Vo = ^|7rfJR* 

und damit 2 ^..^z-rwi j\ 

was für den Mittelpunkt der Kugel die Pressupg 

P = Po+-3 7rf 

gibt. - , " '^ ' 

Für die Erdoberfläche haben wir für die Anziehung der Ein- 
heit der Masse durch die Erde die beiden Ausdrucke (lUi die Masse, 
Rj der Halbmesser der Erde) . ^ 

:^ = g4-xw^cos/?, (vgLNro. i40) 

oder wenn maiu die Masse mi der Erde gleich 

setzt, wo Jj die mittlere Diehte der Erde ist, und wenn man. 
g -f- X w'cos/? durch %^, bezeichnet * 
'4 

Sabstituirt maiL den Wenh der GravitationsGonstaöte hieraus in ' 
den obigen Ausdruek fär die Pressung, so findet man ( . 



^ rfJ^R' 
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M^D sieht aus diesem Aqsdröoke , dass die Zanahme der Pressung 
im Tonern der Kugel nnr dann erheblich wird, w^n der Halbmesser 
der Kugel beträchtlich gegen den Erähalbmesser wird. Für eine 
Wasserkuj^el vom Halbmesser 1000 Meter, hat man nahe 

_^ = JL, R -^ 1000. 27r ' ' 

J, 75,e' Et 40000000 
und findet damit p = p^ -f- 0,014 Jg^ , 

was sagt , der Druck nimmt von aussen bi^ zum Mittelpunkte um 
den Druck einei: schweren Wassersäule von 0,'014 Meter Höhe zu. 

Gteicbgewicbt einer elastischen Flüssi^eit. 

299. Elastische Flüssigkeiten, Gase, Dämpfe befolgen mehr 
oder minder genau das Boy le-Gay Lussac'sChe Gesetz, wonach 
p = kJ(a+'ö). ' (a) 

ist^ wo p die Pressung des Gases ^ J seine Dichte; die Tempera- 
tur , 'k und a aber Gonstant^n sind. Ist die Tiemperatur in Graden 
nach der Skale^von Gelsiii.s angegeben ^ so ist a sehr nahe für alle 
Gase gleich 273. Der Werth von R bestimmt sich aus folgendem. 
Unter einem Drucke, der gleich dem ein^r Quecksilbersäule von 
0,760 Meter Höhe und 0^ Temperatur ist, ist. die Masse der in 
einem Kubikmeter, enthaltenen atmosphärischen Luft von 0** Tem- 
peratur naph den Bestimmungen vonBe^nault 1,2932 Kilogramm. 
Setzt man also inr obiger Formel = 0; J= 1,2932; und nimmt 
somit das Meter als L9.ngeneinheit, so ist p gleich dein Gewichte 
einer Quecksilbörsäüie von 0°^,760 Qöhe und einefti Quadrameter 
Querschnitt, was gleich 

1 3!596 X rOOO X J0,76Ö X g 
ist. Damit erhalt man für atmosphärische Luft 

. k = !29,272.g. 
Für ein Gas, das bei gleicher, Pressui>g und gleicher T.emperatur 
s mal so dicht ist, als. atmoj^phärische Luft, d^en specifisches 
Gewicht gegen atmosphärische Luft s ist, findet man 
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^^^ 29,272, g 

Dieseil Zafaleit liegt d^s Meter als Längeneinheit ond d^s Kilo- 
gr^mm als Einheit der Masse zu Grunde. 

PreMnng ui rnbeader sohwerar Lult von couftanter lentperatni. 

300. ^immt man die Goordinatenaze der z vertical aufwärts, 
die der x nttd y. aber horizontal , nimmt man an , die Schwerkraft 
könne in .dem betrachteten Baume als überall gleich gross und pa- 
rallel betrachtet werden, so ist, wenn p die Pressung der Luft bei 
X, 7» z ist, die Dichte aber J' 

dx dy ' dz 

Die beiden ersten Gleichungen geben p constan^t nach x und 
y ; die dritte gibt mit der Gleichung (a) der vorhergehenden Nummer 

'. ' ■ . iE. .... ' 

k<a + d)y = -g, . . , 

. . k(a4-e)Jn2?-=gz, (b) 

wenn Po die Pressung der Luft bei z = ist. , . 

Die Pressung ist also jn jeder horizontaleil Schichte constant, 
und nimmt nach oben nach dem Gesetze der voi^stehend^n Formel 
ab , um so längsamer je gröiBser d ist« . 

Gleichgewicht der mit der Erde rotirenden Atmosphäre. 

30L Man hat hier zu der Anziehung, welche von der Erde 
auf ein Theilchen der Atmosphäre ausgeübt wird, für die relative 
Kühe der Atmosphäre gegen ein mit der Erde fest verbundenes 
Axensystem die an diesem Theilchen wirkende Centrifugalkrafb als 
entgegengesetzte Führungskraft zuzusetzen, worauf die Gleichun- 
gen (Nro. 287) unvermindert bleiben. Nimmt, man den Ursprung 
der Goor<)inatien im Mittelpunkte der Erde, legt die Axe der ^ in 
die Richtuog d«r Erdaxe, x und y rechtwinklich darauf^ so sind mit 
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der ümdrehupg^geschwindigkeit w der Erde die ComponeDten der 
CentrifDgalkraft^fär die M^^eneinheit an dem Orte z^ y, 7 nach 
dep drei Axen , ., . 

xwS yw' und 0, 

Ist die Pötentialfiinction d^ Masse der Erde in- dem Punkte 
X, y^ z gleich- V , J die Dictite nnd p die Pressung der Luft an die- 
ser Stelle, so ist 

• :i-^'= -z/-^— + Jxw'; T^ = — J^r-^-ziywS- 
.dx dx dy dy ^ . 

dp . ,dV 
dz :dz 

Mit der Gleichung (a) in (Nro. 299). erhält man liieraus, wenn man 
die Temperatur als cohs t an t. behandelt 

k(a + d)lnp=~V4T~(x' + y')^'+C, . 

wo G eine Gonstante nach x, y und zist. Diese Gonstante be- 
stimmt sich aus der Pressung, welche an einem bestimmten Punkte 
der Atmosphäre stattfindet; ist p = Po für X% y» z gleich x^, y^, z,, 
und ist V = Vo fii^ diesen Punkt, so hat man 

k(a-hO)ln^ = V-y. + l[x.? + y.»-x»-y.'Jw'. (c) 

. ÜVi'an sieht hieraus , dass die Niveaufläche der Atmosphäre, 
d. h. eine Fläche', in welcher der Druck p constant'ist, nicht mit 
der Niveaufläche der Potentialfunction 'zusammen fällt. Ist die 
Atiitpsphäre nach unten durch eine tropfbare Flüssigkeit, das 
Meer, begrenzt, so erhält man für diese als Gleichgewichtsbedin- 
gung, wenn i die Dichte derselben ist . 

p-p, =rf[v- V. + l(x,'+ y/-x« - y,»)]w' (d) 

wobei vorausgesetzt i^t, dass der Punkt x«*, yo, Zq der Grenzfläche 
beider Flüssigkeiten angehöre , so dass in ihm po und V^ Sir b.eide 
Flüssigkeiten denselben Werth haben. .. 

In der Grenzfläche zwischen. beidep Flüssigkeiten nfuss p den- 
selben Werth aus (a) und (b) erhalten , oder es masa . 



= V-V. + ^(x,'-(-y„'-x*-V»)w»,- 
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p J 

sein, woTaus^ p constant, nnd weil e&in Xq, y„, z^ gleich p^ ist, tiber- 
all gleich diesem folgt. 

Mit p =; Po isrhält man au» beiden Gleichungen die Crleichong 
der Grenzfläche zwischen Atmosphäre and Meer . 

i_ 

2 
oder wenn man x^ , yo , Zo ^" ^®r Ei^daxe nimmt 

= V-V.-l(x' + y»)w'.^ (e) 

S6tzt inanannäherangsweive ^iaPotentialfuqction der Erde in 
x, y, z gleich 

. ; ; '^fm. 

. . . r . • 

wo f die.Constante der Gravitation, m die Masse der Erde nnd 

r^ = x*+7' + »^ 
ist ; und setzt m?in noch 

ro'fürXo' + yo' + Zo''} 
nimmt man die beiden Punkte x , y , z und Xg , y^ , z^ auf demselben 
Halbmesser der Erde., für welchen dje Winkel r,z = ro, z gleich 

7— -^ ^ sind , so wird die Gleichung (c) • ' 

.; k(a + 0)In-^ = fm('J--l)-l(r'^T.')w*co8/?^ 

Po. • ^ * ^ * ^ ^ . " 

Ist g die Beschleunigung der Schwere in Xq , y^ , z^ , so kann man 
setzen 

g = — j — ro w'cosj?^, womit 
obige Gleichung wird 

Diese Gleichung kann man gebrauchen, um annäherndVaus 
der an der [Erdoberfläche beobachteten Pressung po die in der Höhe 
r — ro iiber dieser Stelle stattfindende zu berechnen, öder umgekehrt 
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ans den böiden .beobacbteten Ptessungefi die Höhe r — Tq. Zum 
letzten Zwecke bereehnet man zuerst annähernd t 

• g p 

and damit, inüem man rg 4: h in den fibngen Giiedern für r.^etzt 

■ h» 

•,,••• ■ . • ^0 ■ . ■ ., 

wenn man die höheren Potenzen von — und ebenso h'^w* gegen 

' ' * r < 

diese Glieder vernachlässigt. 

302. Ein in die rptirende Atmosphäre eingetauchter Karper 
erleidet von dieser ein^n AuFtjiieb f nd Drücke, welche von -der Gen- 
trifag-alkraft der Luft herrühren. Ist der Körper nicht sehr /aasge- 
dehnt, so kann man die Dichte der Lufl, 'welche n^it ihm in^ Berüh- 
rung steht,, als constant beträchten, und ebenso 4ie So];iwerkraft. 
Dann ist der Auftrieb wie in (Nro. 295)' z.u berechnen, und iie 
Drücke der Centrifugalkraft wie In (Nro. 297). Für wärmere Luft 
in kälterer bei derselben Pressung ergibt sich hiernach ein Druck 
vertical aufwärts, und ein nprmal ^egen die £)rdaxe gericliteter 
Druck. .Ißt V das Volunden rfer wartnen Luft und 6^ ihre Tempe- 
ratut; während B die Temperatur der umgebenden kalten Luft ist, 
so ist der Auftrieb weniger -dem Gewichte der warmen Luft 

: • ^ t^^g, ' •'- 

wo J die Dictte der kalten Luft ist. Der Druck -der aus der Cen- 
trifugalkratt gegen die Erdaxe herrührt ,, ist 

a-t-tf£ '0 

wo r die Entfernung def Luftmasse von der ErdäXe und w die Um- 
drehungsgeschwindigkeit der Erde bedeutet,^ Ist'R der Erdhalb- 
messer bis zu dein Schwerpunkte der warmön Luft geraessen und ß 
die Polhöhe dei^ Orts derselben , so ergibt sich hieraus eine verti- 
cal aufwärts gehende Kraft 
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und eine auf unserer Erdhälfte gegen Norden gerichtete Kraft 

VJ-^^i^^Rw'sin/Jcoß/J. . ' 

a 4- öi ' • 

Die warme Luft trir.d also in det kalten aufwärts 'steigen , und zu- 
gleich gegen Norden ^fliessep^ kältere Luft in wärmerer dagegen 
abwärts sinken und gegen Süden fliessen. 

Hjdradjnamik. 

3Ö3. Die Lehre von d^r Bewegung flüssige^ Körper nennt 
man Hydrodynamik, ihre Aufgabe hat eiegetösty wenii sie für 
jedes Theilcheii der betraphtelen Flüssigkeit die Lage für jede Zeit 
angeben kann. Sind x, y, z die rechtwinklichen Gopfrdinaten eines 
Atoms der Flüssigkeit zur Zeit ^t undx-f-5, 7 + iy, zHrf zur 
Zeit.t, so muss die vollständig gelöste Aufgabe |, i; und t als Func- 
tionen von X, y lind z und von der Zeit anzugeben wissen. 

304. Setzt man in den Gleichungen (53, Nro. 272) x^^J-hrj^ 
z4-^ fürx, y, z and X^ = Yy = Z. = -p; X!=X, = Y^ = a, 
so werden sie . 

Die Pressung p an der Stelle xH-g, y + ^?> z + f kann als 
eine Function der anfanglichen Goordinaten x, y, z'des betrachte- 
ten Elementes und von t ausgedrückt werden. Dann hat man 

dP.^ ^P - A I ^^\ \ ^P dij . ' dp df 
dx~d(x + 5)V dx>'"^d(y + i?) dx'^aCz + ö dx' 

womit man mit c^bigen Gleichungen erhält 
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und ebenso 

Diese drei Gleichungen enthalten vier.ÜDbekänntä |, ij, ^und 
p; es müss ^Iso nöcli eine vierte Bedingung zu ihrer Bestimmung 
existiren. Diese ist die Unveränderlichkeit der Masse des betrach- 
teten Elementes. 

Ist bei den anfänglichen Coordinaten x, y^.'z. die Dichte an- 
fänglich Jq , so ist die Masse des 'Elementes dxdydz gleich 
^gdxdydz« nnd diese bleibt während der Bewegung dieselbe. 
Nun kommexr aber die Punkte. 

X, y, z nach X4-5, 7^-1?, z-+-f 

x-l-dx, y, z nach3t4- J-^-dx-b j^dx;y-hij -h-r^dx; 

x,y-l-dy,z nach 5[-H-'j + j^dy; y -H^ + dy-f- ^^dy; 

x,y,.z + dz nach x4-?-f-^d2; y + i^^-T^dz; 

z-hi'-l-dz-h^jiz. 
dz 

Aus dem rechteckigen- Parallelepiped dxdydz wird daher bis auf 
unendlich, kleine höherer Ordnung ein ioi allgiBmein^n' schiefWink- 
iiches, dessen Seiten die Projeetionen w 
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0. a,0.1l>.,,^. 

habeir, und dessen Inhalt desshalb dxdydz maltiplicirt mit 

dj rdjt d^_^^/^ dfN-i 
^ dy Ldz dx dx V ^ dzy'J ^ (67) 

^,dz Ldx dy V dy/ dxj' 
oder mit der Determinanten der obigen Projectioneo ist. Daraus 
ergibt sich die&e Detenbhiante gleich --— wenn 4 die Dichte der 
Flöfisigkeit an der Stelle x + 5 1 y -♦" i? , « -+- f ist. 

305. Statt dieser vier Gleichungen, welche, wie man sieht, 
die Bewegung eines einzelnen' Elementes der Flüssigkeit verfolgen/ 
und welche Lagrange aufgestellt )iat, nimmt man gewöhnlich an- 
dere , welche die Componenten der Greschwindigkeiteni der Flüssig- 
keit an einer Stelle , deren Coordinaten x, y, z sind zur Zeit t be- 
stimmen. Hier sind x, y» z nicht wie in den vorhergehenden Num- 
mern- die Coordinaten eines Flüssigkeitselementeji zur Zefit t = 0, 
sondern zur Zeit t, also was bisher mit x + 5r y"*"^?>z4-f be- 
zeichnet wurde. . ^ 

Nennt man u, v,.w die Componenten der Geschwindigkeit nach 
den drei Cooi^inatenaxen bei x, y, z zur i^eit t, wächst n in der Zeit 
dt um.u'dt; v um .v'dt; w umw'dt, so sind' die Gleichungen 
der Bewegung (53, Nro. 272) / ■ 

dx * ' • 

. dy ^ , ' 

dz ■ ,. 
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u'dt ist hier die ganzQ Aenderung von u, welche aus der Yerschie- 
bong des Theilchens und aus der Aenderung der Zeit sich ergibt. 
Man hat . 

^__dn^ du d3c du dy du dz 
^ ""dt"^dx dt"^,dy dt"^dz dt' 

oder weil dx dy di . 

dfe Gleichungen der Bewegung ' * 

1 d£__ « _ i^ 1^^ ^ du / 

J^dx"^* "dt^^dx""'^dy . ^dz ' 
1 dg^ _ . dv * dv^ dv dv 

. . zl dy "^ y"~ dT'^dx'^^ay "^^dz '' (68) 

1 dp __ « dw dw dw__^ dw 
^dz'^ ^^^ dl"~'^dx ""^dy ""^.dzi ' 

um die Ünveräuderlichkeit der Masse auszudrücken , denke 
man sich das Parallelepiped dxdydz, dessen Dichte zl sei. Durch 
die Fläche dydz fliesst in der Zeit dt die Flüssigk^itsmenge 

' ' ^udydajdt . . 

ein, während in derselben Zetit durch die .gegenüberliegende Seite, 
welche dieselbe Grösse hat f die Masse ' 



Qtn-^^(äAi^y\i,it 



ausfliesst. Hierdurch nimtnt die Masse der Flüssigkeit in. diesem 
Parallelepiped in dßr Zeit d t zu um . ' 

, ^^,i^.d^dyd.zdt. ■' 

Berechnet man ebenso die durch die Fläcliön dxdz und dydz za 
und abfliesseude Flüssigkeitsmenge, so erhält man. die in der Zeit 
dt mehr zu als'abfliessende^Mas^e ^ ^ . 

<■ V dx ^ dy dz" y ^ ^ 

n^nnt man dJ die in der Zeit dt eintretende VergrösseruDg der 
Dichte^. so ist dieses mehr gleich ' 

' . . ' d Jdxdydz, s 
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woraus die Gleichung . 

dt' dx , dy dz ' v / 

Für eine tropfbare, nicht zusammendrtickbare Flüssigkeit wird 
^ constant, und damit diese Gleichung 

du dv dw - ,^^. 

dx dy dz ^ / 

während bei einer elastischen Flüssigkeit noch die Gleichung 
(Nro.299) 

p = kJ(a4-e) 
existirt. ^ ' ' , 

Diess sind die* von Euler aufgestellten Gleichungen. 

306. Für die freie Oberfläche einer tropfbaren Flüssigkeit er- 
gibt Bich eine besondere Grenzbedingung, Ist 

' /"^-"* ■ '"■• ■ 

die mit der 2^it Teränderliche Gleichung dieser Qberfläche; nimmt 
fflan in ihr einen Punkt x, y,.z, und beschreibt von diesem weg 
<ias Parallelepiped dxdy dz, sn wird dieses zum Theil in die Flüs- 
sigkeit, zum Theil ausser diese fallen. Ich nehme an, dz sei so 
gross genommen, dass die zu x-, y parallele und in der Tiefe z4-dz 
Kegende Fläche dxdy nicht von der freien Oberfläche getroffep 
^fd, sondern ganz in der Flüssigkeit Üegt, was immer möglich sein 
^*^iy wenn die Richtung z so gewählt ist, dass sie mit der Norma-^ 
len auf die Oberfläche in x, y, z einen nicht zu grossen Winkel 
bildet. 

Dann sei durch x-4-dx, y, z^^dz e'ih zweiter Punkt der freien 
Obierfläche gegeben, für welchen 

öz:;=^— dx 

dx ' .- 

ist. Von dem Rechtecke dxdz fällt damit in die Flüssigkeit die 
Fläche . 

dxdz — — dx^z = dxdz — —j-dx', 
' . Ä 2- dx ' . 

^oUain»iLa,.«h»or««.' Mechanik. 22 . ' ^ 
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und das hierdurch in der Zdt dt zafliesseDde Flüsi&fgkeits-Volum 
ist 

\, 2 dx -/ 

Die mit z parallelen Seiten der gegenüberliegenden Fläche desPa- 
rallelepipeds dxdydz sind^ so weit sie ausser der Flüssigkeit 
liegen 

df.. , df_ 'd(. 
^—dy und ;r— dy-4- j-dx, 
dy. ^ dy- . dx 

wenn ^aa die unendlich kleinen der zw^ten Ordnung gegen diese 
' der ersten weglässt 'Damit ergibt sich der Theil des betrachteten 
Parallelogramms, welcher in die Flüssigkeit tjaucht- 

dxdz-r-T— dydx — -r- T-dx' 
dy 2 dx 

und das abfliessende Volum .der Flüssigkeit 

woraus das hierdurch in das Paraileleffiped dxdydz in der Zeit dt 
mehr zu als abgeflossene Yolum gleich' 

4f .' .... 
vv- dxdydt 
dx 

mit WeglassuDg derUnendlicihkleiiien höherer Ordnung sich ergibt 
Ebenso findet man für die Flächen des Parallelepipeds, die gleich 
dydz sind, die Zujuahme der Flüssigkeit im FWallekpiped 

^^A A A. 

u— dxdydt. 

In der Richtung normal zu z ist das betrachtete Volum auf 
einer Seite durch die freie Oberfläche begrenzt, auf der andern 
durch die Fläche d^dy; durch die erste tritt keine Flüssigkeit ein, 
durch die zweite dagegeü das Volum 

wdxdydt 
aus, oder dieses Volum mit dem Zeichen — zu. Diese drei Zu- 
nahmen des Volums- der Flüssigkeit fn dem Baume dxdydz erge- 
beri eine Äänderung der freien Oberfläche in* der Zeit dt, welche 
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beix, y, Ä die Zunahme der Coordinate z um -rrdt geben soll. 

Q u 

Dann ist die Abnahme des betrachteten Volums der Flüssigkeit jn 
dem unveränderlichen Parallelepiped dxdydz bis auf unendlich 
kleine höherer Ordnung 

womit endlich dz df df 

dt dx dy 

sich ergibt, als Bedingungsgleichung für die freie Oberfläche. 

Schreibt man die Gleichung der freien Ob^fläche iü der Form 

SO nimmt obige Gleichung die Form an 

dF^ dF^ dF ' dF - .^^. 

3---I-ut~H-vj~4-w^— =0. . (61). 

dt dx dy dz ^ ^ 

Ist die betrachtete Oberfläche keine freie, sondern die aa einer 
festen Wand anliegende, deren Gleichung 

F — 
ist, 80 fällt das erste Glied dieser Gleichung weg. _ 

307. • Für die freie Oberfläche einer tropfbi^ren Flüssigkeit 
ist in der Regel die Pressung constant, daher dort die vollständige 
Ableitung Von p nach der Zeit gleich Null oder . •' ' 

dt dx dy . . dz ^ "^ 

Ist die Pressung nicht constant, sondern von der Zeit abhängig 
gleich P, so wird die rechte Seite dieser Gleichung 
- dP 
'^ dt' . . 

Die Bedingungen in dieser und der vorhergehenden Nummer 
dienen dazu, die durch die Iptegration einti:etßnden^ wijl^ührlichen 
Functionen zu bestimmen, 

308. Eliminirt man aus den Gleichungen (68) p , indem man 
*e erste nach y, die zweite nach x ableitet und darin abzieht, 45o 

22* 



340 IVt Krftfte an einem KOrper, dessen Theile Tersehiebbar etc. 

fällt, im Falle die Kraft einer Eraftfonction entspricht (Nro. 229), 
zugleich mit p auch die Kraft aus diesen Gleichungen weg. Dann 
erhält man , wenn man der ^ürze wegen 
dy du 

setzt, unter der Voraussetzung feiner coastanten Dichte 

2ly=-2u^-2v^^5w'^-2yr*^4-^V 
dt dx dy az '^Vdx^dyy' 

dw dv . dw du 
dx dz dy dz 

Bezeichnet man die totale Ableitung von }^.iiach allem t, dem 
explicit vorkommenden wie dem in x, y, z implicirt vorkommen- 
den mit 

h 
3t' 

9t .dt dx dy dz 

und also mit der obigen Gfieichuog 

' « 9y « /^du dv\ dw dv dwdu /v 

2 9i=-Hdic+d7)-d]rdr-^d7di' w 

Die Gleichung (60) gibt mit dieser, wenn man 
".^ dw dw d,w dw 



addirt, und 



dy dx dy dx 



du dw •• dw dv .^ 
dz dx • "^ dy dz 



setzt, die Gleichung ^ n \ 

9y dw . ^dw ^w 



Ebenso erhUt man 



BT^yd^-^-'^dy-^^di^^ 

da du ^du , du 
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« 

Addirt man zu der Gleichung (a) 
4u dv du dv 
dz dx dz dx ' 

so erhält man acis ihr die erste der drei Gleichungen 

9y dw , _dv , du 

9t 'dz ^dz dz' 

dß dw ^dv du . 

dt 'dy ^dy dy ' 

9a dw . ^dv du 

9t 'dx ^dx dx 

Die Differentiale 9 a, dß, df sind die Aenderungen vona, jJ, y, 
welche in der Zeit 9 1 eintreten , wenn man ein bestimmtes Theil- 
eben der Flüssigkeit in seiner Bahn während dieser Zeit verfolgt 
Sind also a, ß, y zu irgend einer Zeit für dieses Theilchen sämmt- 
lich gleich Null , so werden sie das auch während der ganzen Be- 
wegong unter dem Einflüsse der Kräfte f^^ ^ > ^.t welche die Ablei- 
tQogen einer Kraftfunction nach x, y, z sind, bleiben. Sind an- 
fänglich a, /9, y für alle Flüssigkeitstheilchen gleich Null, so blei- 
ben sie diess auch während der Bewegung für alle Flüssigkeits- 
theilchen. Für die .Ruhe sind fx, ß, y gleich Null; ist diess während 
der Bewegung nicht mehr der Fall, so müssen Kräfte auf die Flüs- 
sigkeit einjgerwirkt haben, welche sich nicht als Ableitungen einer 
Kraftfunction darstellen lassen , welche also nicht Anziehungs- 
und Abstossungsk^äfte gegen oder von bestimmten Punkten sein 
können. ^ ~ 

309. Sind a, /9, y in der vorhergehenden Nummer Null durch 
die ganze Flüssigkeit, ist also 

dv du __ du dw__ dw dv __ 
d7''d7"'"^d7""dl~ 'dy"d^" ' 

so kann man, Wie man sie^^t, u, v/w als die Partialableitnngen 
nach X, y, z einer Function (p darstellen, deren vollständiges Diffe- 
rential 

dx dy dz 



^ 



342 VI. Kräfte an einem KOiper, deueii Tbeile Teischiebbar etc. 

ist 9 SO dass 

d cp . d cp d CD , 

ti = 3-^; v = -2:. YT^-T^ ist. 
dx dy dz 

Diese Fnnctiop (j> Dennen wir die Geschwindigk^ltsfnnction 
dieser Bewegung. Mit ihr rednciren sich die drei VeränderlicheD 
u, V, w auf eine einzige. 

. Botirt Flflssigkeit in einem cylindrischen Gefässe um die Axe 
z des^ Gefässes , und. ist co die constante Winkelgeschwindigkeit, so 
existirt fiir diese Bewegung keine Geschwindigkeitsfunction , und 
diese Bewegung kann also auch nicht durch anziehende oder ab- 
stossende Kräfte hervorgebracht werden. Es ist fär einen Punkt, 
dessen Goordinaten x, 7, z sind, die Geschwindigkeit nach xoder 

u= — yw, 
nach y oder v = -f- x «0 . 

Daraus erhält man 

du . ' dv 

dy ' dx 

Die einzelnen Flüssigkeitstheilcben haben daher, neben ihrer Trans- 
lation eine Dotation mit der Geschwindigkeit co um eine durch sie 
gehende, zu z parallele Axe. 

. Ist die Winkelgeschwindigkeit in demiselben Gefässe veränder- 
lich mit der' Entfernung, r von der 2 Axe und gleich 



wo a und co constant sind, so sind die Componenten der Geschwin- 
digkeit des bei X, y, z liegenden Theilchens; \ 

a*© , a*«ö 

u = — y — j-undv — H-x — j-« i 

r r 

Damit und mit . r* = x*-4-y* 

findet man 

. du _ a'g» , o y'a^<» _ (y' — >')^^<» 

-z — — 5 — h 2 j — 4 - 9 

dy .r' , . r* r* 

.dv__ . a'.cD ^ x^a.^09 _ (y^ — x*)a'a> 
dx r' r* r* 
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worans dv ^P ^ n ' 

dx dy "^ 
folgt ,.'':.. 

Hier ezistirt also eine GesQhwiadigkeitsfuüction 

y 
m = a^ <o arc taö -^ 

X.. • ■ 

neben einer Drehung der Flussigkeitstheilchen. 

3l0. Existirt eine Geschwindigkeitsfanction y, so kann man 
die GleichoDgen (68) in eine zasammenfassen » indem man sie der 
Keihe nach mit dx,.dy, dz multiplicirt and addirt. Man erhält 

idp = f.<li + f,dy + f.ds-d(if)- 
Hier sind dx, dy, dz ganz onabhäQgig von einander: 



Di^ WeUenbewe^ng in einer tropfbi^ren 
Flüssigkeit. 

311. Wir betrachten die Bewegung einer schwerem tropfbaren 
f^lüssigkeit in einem Kanäle mit horizontalem Boden, welpher doreh 
zwei parallele verticale Wäiide begrenzt, im übrigen aberanbegrel^t 
ist. Wir setzen voraus , dass der Zustand d^r Bewegung m ^llen 
Punkten ^iner auf diesen verticalen Wänden rechtwinklichen Linie 
2Q gleicher Zeit derselbe «ei. Dadurch reduciren sich die veränder- 
iichen Coordinaten eines Elementes der Flüssigkeit auf zwei; von 
diesen nehmen wir die z vertical aufwärts vom Boden des Kanals 
gemessen , die x horizontal und parallel jenen verticalen Wänden. 
Wir setzen endlich voraus, die Geschwindigkeiten der Elemente 
der Flüssigkeit .seien immer so klein, dass die Quadrate derselben, 
gegen«die ersten Potenzen vernachlässigt werden können. 

Haben anfanglich auf die früher in Ruhe befindliche Flüs- 
sigkeit Kräfte gewirkt, welche einer Kraftfunction entsprechen, so 
naüssen auch die anfanglichen Geschwindigkeiten einer Geschwin^ 
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digkeftsfiiDcticm entsprachen »^nnd di^ss wird der Fall sein f&rdie 
ganze Dauer der Bewegung, wenn später nur noch die Schwerkraft 
wirkt: Wir setzen unter dieser. Voraussetzung 

u = v^ und w =^ -r^ , (a) 

dx dz 



womit die Gleichung, welche die Gleichheit der Masse ausdrückt 
dx dz • . dx' dz 



^-^=^Oip^ + ^ = • . (b) 



Übergeht. 

Die Gleichung (63) wird 

■ p=-.^g(z-h)-J^^ (c) 

wird, wo h die Tiefe der ruhenden Flüssigkeit sein soll; 
ihir den horizontalen Boden ist 

w = 0, . (d) 

und für die Oberfläche wird p = 

wozu noch die Gleichung (61 ), welche hier, wenn man die Producte 
derlLlein^n Grössen von der Ordnung w weglässt, 

rjT = w oder -j^ -f- g -^ = wird. (i; 

dt dt' ''dz 

Das allgemeine Integral der Gleichung (b) kann durch 

9 = 2 (Ä e" + Ai e""*') cos (a X 4- b) 

dargestellt werden, in welcher A, A^ , a und b constant nach x, « 
sind, und überdiess.a als positiv betrachtet werden kann.v 
Die Bedingung (d) gibt hierzu . * ^ 

A = A,. ' ' 

Für die Oberfläche setze ich z — h als sehr klein voraus. Dann 
wird für die Oberfläche aus 
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= y^H-w(a-h) + ..., 
wenn man die Kleinen zweiter Ordnung wie oben weglässt, nahe 

9=9. ^^^,=(^\' :■ 

womit die Gleichnng (f) wird 

Setzt man den oben aufgestellten Werth von 9 in diese Glei- 
chung, indem man voraossätzt, es sei. von den Goiistanten nur b 
nach t veränderlich , so erhält man 

- :?[A(e*' + e-*') co8(ax 4- b) (^)'] ^ 

-S^A (e*^ + e-*') sin (ax + b) ^] + 

+ g2[aA(e'^-e"''^cos(ax4-b)] = 0. 
Wegen der Willkührlichkeit von x zerfällt diese' Glqichang in 

(e-^e-''')(i^)*:^ga(e'''-e-"'). 



aodm 




dt' "• 




Setzt man 










'g> 


»(e"'-e-"') 
e'^-e-" 


= c' 



(g) 

so entspricht man diesen beiden Gleichungen durch 

b = c t -f- « oder b = — c t + «1 
^0 cc und «1. wiUkührliche Constanten sind. ' 

Hiermit hat man als ein allen BedingungsgleichungQU ent- 
sprechendes Integral 

y ;= 2 A(e*' -I- e""") cos (ax 4- et -I- a) 4: 
'. 4-2B(e"4-e"")cos(ax-ct4-ai). 00 
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• Der einfache Wellenzüg. 

312. Nimmt man ein einzelnes Glied der Summe in (h), so 
entspricht' diess ebenfalls den s.e€hs gegebenen Gleichungen nnd 
gibt die einfachste Bewegung, welche hier stattfinden kann. Wir 
betrachten die dnrch ^ . 

y = B(e" ^- e"'")cos(ax — et -4- «i) 
bestimmte Bewegung, 

Ans dieser Gleichung findet man die Gleichung der Oberfläche 
und die Gomponenten der Geschwindigkeit ans (e) und (a) 

. z-h=.- — (e*'^4-e-'^)sin(ax-ct4?a,), 

u= — Ba(e**-he"")sin(ax — ct-hoi), 
w= Ba(e" — e""*')co8(ax — ct-4-rti). 

Damit diese Bewegung eintret0y muss der Anfangszustand diesen 
Gleichungen entsprechend sein. Setzt man voraus, es sei aoßog- 
lich die Gleichung der Oberfläche 



z — h = A sin - 



so wird 



-.?^(e-^+e-') = Aunda = y; «,=0; 



und damit 

z — h = Asinf-y öt j, 



•■ • ^— »• 



Aga e 4-e 
e -he 



Aga, e" — e*"" /nx \ 

w = — — ^ —-r '-rrcosl-j et). 

Für . irgend einen Werth von x und z ergibt sich derselbe Zustand 
der Bewegung, so ofb et um 2 tt wächst, also je nach der Periode 

2n 



■«: = .- 
C 
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Diese Zeit neoot man die OscillatiaQsdauer; sie ist für die 
ganze Flüssigkeitsmässe dieselbe. 

Ebenso ist zn gleicher Zeit derselbe Zustand d^r Bewegung je 
an zwei Orten , welche um . 

A = 21 

horizontal auseinander liegen. Diese Länge Jl ist die W e 1 1 e n 1 ä n g e. 
Derselbe Zustand der Bewegung rückt ferner von einer Stelle x ^u 
eioer zweiten in derselben Tiefe, liegenden x-l-x' iQ einer Zeit V 
fort, für welche * 

18t. Öie Weilen gehen daher mit Beibehaltung ihrer Form mit der 
Geschwindigkeit 

• TT a T 
gieicl^förnaig nach der Seite der positiven x fort 

Mit Hilfe dieser Werthe kann man obige Gleichungen schreibe 

(z^h)i=~A^ip27rQ~y)., 






Ag; e"-e~" „ /rt x\/ 

Man sieht, die Zeicheu von z ^ h und von u sind iriimer die- 
selben; ist die Flüssigkeit, an der Oberfläche über das Gleichge- 
wichtsniveau erhoben, befindet man sich in einem Wellenberge oder 
vertical unter diesem, so ist die. horizontale Geschwindigkeit posi- 
tiv, d. h* nach der Seite .der positiven x gerichtet, oder nach .der, 
nach welcher die Wellen fortgehen. In den Wellenthälern ist da- 
gegen die Richtung der horizontalen Geschwindigkeit der Richtung 
^er Wellenbewegung entgögen. 

' ^ Die verticale Bewegung ist dagegen positiv, d. h; aufwärts ge- 
richtet an allen Stellen, über welchen sich die Oberfläche der Flüs- 
sigkeit hebt, negativ dort, wo die Oberfläche im Sinken be- 
griffen ist 
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313. Um die Baha eines Flussigkeitstbeilchens zu finden, 
seien x and z die Coordinaten desselben zur Zeit und x + f und 
z-hC 2ür Zefit t^dann ist 

u-^undv==-. 

< 
Setzt man diese Werthe in die obigen' Gleichungen für n und 
w, und ;^ernachlässigt man dabei ^ und ^ gegen A, so kann man die 
Integration ausführen, und erhält 

^ Agr y'-Ke"" r ^ ^t x\ ^ xl 

^ = 2^- ,a.^^^>. hs2^(— ^j-^cos2^.^J, 



f=- 



Agr 
27rV* 



I>^4-e-^- [^^"'^(V^f) "^i^^^^l]' 



Man sieht aus diesen -Gleichungen, dass alle Theilchen ihre Sah- 
pen periodisch in der für alle gleichen Ospillationsdauer rdnrcb- 
laufen. Man findet fdr diese Bahnen Ellipsen, deren Axen 



Ä • 
A . 


e"+e-" 


horizontal, und 
vertical sind. 


. e"-e-" 



Alle Theilchen, welche anfänglich' in derselben Horizontalebene 
lagen, durchlaufen dieselben Ellipsen*; die horizontale^ Axen der 
Bahnen sind grösser, als die verticalen. An der Oberfläche ist die 
verticale Axe^ die halbe Höhe <fer Wellen, A und die horizontale 
Axe der dort beschriebenen Ellipse 



A 



' ah • — ah 

e —e 



Am Boden ist jclie vertibale Axe gleich Null, und die grösste hon- 
zontale Ausweichung. von der Gleichgewichtslage 

2A • ' " 



ah .^— ah 

e — e 



Diese hängt also yqn der Höhe der Wellen ab , aber auch von 
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., ^ h 

d. Lyon dem Verhältnisse der Wellenlänge zu der Tiefe derFJüssig- 
keit. Ist die Flüssigkeit geg^n die Wellenlänge sehr tief, $o'ist 
die Bewegung am Boden unmerklich. 

314. Ist die Ti^fe der Flüssigkeit nur ein kleiner 
Theil der Wellenlänge, so kanp man genähert 

setzen. Damit wird . 

V» = gh. 
In einer gegen die Wellenlänge wenig tiefen Flüssigkeit ist daher 
die Geschwindigkeit der Wellen unabhängig von deren Länge. Die 
Axen der von den einzelnen Theilcjien beschriebenen Ellipsen 
werden 

die horizontalen X > 

die verticalen ^ z 

Die horizontalen, grosseh Axen der Bahnen sind daher alle, 
gleich' gross, proportional der Wellenhöhe und dem 'Yerhäknisse 
von Wellenlänge und Tiefe der Flüssigkeit. 

Die verticalen Axen sind proportional der Höhe der Flüssig- 
keitstheilchen über dem Boden. 

Die horizontale Geschwindigkeit ist ' 



-^V|-"»«(7-t)- 



sie ist unabhängig von der Höhe über dem Boden. 

Nimmt man an, dass bei gleichem Anstosse den Theilchjen der 
Oberfläche gleiche grösste horizontale Geschwindigkeiten ertheilt 
werden , so werden diese , . •* ^ 

\ • 'S • 

^nd ^Iso f&r verschieden tiefe Flüssigkeiten die aus diesem An- 
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stosse sich ergebende Höhe der Wellen proportional der Quadrat- 
wurzel ans der Tiefe der JPlüssigkeit. 

315. I&t dagegen die Tiefe der Flüesigkeit sehr gtoss 
gegen die Wellenlänge, so hat man sehr nahe 

e-*^ = 0. 
Die Geschwindigkeit der Wellen wird hier y 

also der Quadratwurzel aus der Welleülänge proportional. 

* Für Tbeile der Flüssigkeit, welche hinreichend weit vom Bo- 
den wegliegen, erhält man für die Bahn der einzelnen Tbeilchen 
KrMse , welche von diesen Theileheo gleichförmig durohlanfen wer- 
den. Di^ Halbmesser dieser Kreise sind 

3.16. Betrachtet man eines der Glieder der ersten Samme 
in (h), so erhält man einen einfachen Wellenzag, welcher nach der 
Seite der negativen x fortgeht, der sich im übrigen ganz ebenso 
verhält, wie der ob^n betrachtete. 

317. Entspricht der ^nfangszustand der Summe mehrerer 
solcher Glieder, wie eines in (Nro. 312) betrachtet wurde, do bt 
ruan mehrere oder eine unendliche Zahl von einfachen Wellenzfigen, 
welche sich überdecken , und welohe alle nach derselben Seite fort- 
gehen. Ist die Flüssigkeit wenig tief gegen alle vorkömmenden 
Wellenlängen, so werden diese verschiedenen Züge mit derselben 
Geschwindigkeit fortgehen , und die dui^ch das Deberdecken dersel- 
ben entstandene !f orm der Oberfläche wird unverändert längs die- 
ser fortgehen. In einer gegen die Wellenlängen sehr tiefen Flüs- 
sigkeit werden dagegen die längeren Wellen schneller «fortgehen 
als die kürzeren ; hier wird durch das Ueberdeeken der Wellenzüge 
die Form der Oberfläche jeden Augenblick eine andere, Su>d sehr 
lange und kurze Wellen beisammen, so werden die langen Wellen 
unter den kurzen gleichsam fortrollen, und diese Stufen auf jenen 
bilden. 

Man kann bekanntlich jede beliebige Fnnction in eine $anune 
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wie (h) zerlegen, wozu die f^oarier' sehen Reihen dienen. Man 
kann also auch jeden beliebigen Anfangszustand der Wellenbewe- 
gung einer Flüssigkeit als durch eine Reihe von einfachen Wellen- 
zugen zusammengesetzt betrachten , und also jede Wellenbewegung 
auf das Ueberdecken von einfachen Wellenzügen zorackführen. Die 
längsten von diesen Wellen werden im' Allgemeinen mit der 6e- 
sehwihdigkeit Vgh fortgehen , und mit dieser' Geschwindigkeit wird 
sich daher die- erste Bewegung durch die Flüssigkeit fortpflanzen, 
welches aber gewöhnlich nicht die stärkste Bewegung ist. 



Die Wellenbe wegimg' der Luft in einer c jlindri- 
schea Röhre. 

318. Setzt man voraus, es. bewegen sich alle Lufbtheilchen 
parallel der Axe der Röhre, und es seien die Geschwindigkeiten 
in allen Punkten eines zur Aza der Röhre rechtwinklichen Quer- 
sclmlttes gleich 'gross; nimmt man die Axe der Röhre als die 
Axe der x, und bezeichnet x die Abscisse eines Lufttheilchens im 
Gleichgewichtszustände und J die constante Dichte der ruhenden 
LQft; dagegen x + S die Abscisse des betrachteten Lufttheilchens 
zur Zeit' t und J (1 + J) die Dichte der Luft an dieser Stelle zu 
dieser Zeit, p .aber den Druck der Luft bei x + 5 zur Zeit t; nimmt 
man an, es wirken keine äusseren Kräfte ^uf die Loft in der Röhre; 
so werden die Gleichungen in Nro. 304 



dx 



-.(..,)SO.H)=o, 



nnd 1 + ^= ^ 



dx l+a . 
I)ie erste dieser GleichongeD wird mit der zweiten 

, d7=-^dt^' (*> 

was sich für diesen einfachen Fall auch sehr leicht direct ergibt. 

319; Setzt man voraus, die Dichte werde bei dieser Bewegung 
liur sehr wenig geändert, oder die durch S gemessene Verdichtung 
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sei sehr klein gegen 1, so kann man die zweite Gleichang genähert 
schreiben . . 

■,= -«. w 

Die beiden Grössen S und p sind ijoch durch die Boyle'- und 
Gay Lussac'schen Gesetze verbunden. Bei den hier zu betrach- 
tenden, schnell aufeinander folgenden Verdichtuiigen und Verdün- 
nungen wird aber abwechselnd die Temperatur erhöht und ernier 
drigt , und die Relation zwischen p und d wird dadurch geändert. 
Die genannten Gesetze geben (Nro. 299) 

p='kJ(l-l-«J)(aH-6), 

wenn 6 die constante Temperatur ist. Aendert sich^aber. durch die 
Verdichtung die Temperatur um 6\ so wird^nun 

p = kJ(l4-(J)<a + Ö + 60. ' 

Diese Temperaturänderung läast sich in folgender Weise bestimmen. 
Zur Masse 1 der Luft, trete die Wärmemenge c und erwärme diese 
Luftmasse um 1 ^ bei constantem Drucke , so dass also c die &peci- 
fische Wärme der Luft bei constantem Drucke ist. Durch äeses 
Erwärmen ergibt sich die Voluinsänderung 

zl(a + ö)' 

Wird diese Luft, auf das frühere Volum bei gleicher Temperatur 
(6 -i- 1) zusammengedrückt, so tritt die Wärmemenge 

c — c^ 

aus, wenn c^ die specifische Wänhe der Luft bei constantem Vo- 
lume ist. Tritt diese Wäfme nicht aus , so wird sie bei dem ur- 
sprünglichen Volüm y die Temperatur erhöhen um 



^-l: 



Bei den hier vorkommenden «ehr kleinen Volumsänderungen 
kann man annehmen, es sef die Volumsänderung durch Druck 
der dadurch hervorgerufenen "Temperatdränderung proportional. 
Daher 
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1 . 1 



woraa. (^_ l) (« + «),= (l + a)«' 

folgt. Damit ^rd nich einer kleinen RedactioB 

.p = k^(a4-«)(l+i^)- (c) 

Das Yerhältnisft —.ist, wie ans den Beobachtungen hervor- 
Ci . . . 

zugeben scheint, unabhängig. vom Drucke. Daher gibt die letzte 
Gleichung 

dp , ^/ ^äx c d* 

dx / Ct dx . 

waÄ mit ^ — ^l1 

dx "^ dx* 
aus (b) für die Gleichung (a) gibt 

320. Setzt man den <:onstanten GoefBcienten 

SO wird das allgemeine Integral der Gleichung (d) ^ 

wie in <Nro. 261)- 

-Da2a irird die Yer^ehtong 

__d£_ dF df 



dx d(H-bt) d(x-bt)' 

and die 'Qescbwindigkeit 

dg . r dF df -l 

'*~dt Ld(x + bt) dCx-btJ" 

Wie die Wellenbewegung an einem biegsamen Faden kann man 
aucb diese in zwei zerlegen, indem mim setzt 

H o 1 1 < a »B « , thMnt. Meebaalk. 23 
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und ' n' = -hi';u"=+bd". 

Damit hat man 



d(x-f-bt) . d(x-ht)' 

welche also Fanctionen vod x +.bt das eine nnd^ von x — bt das 
andere sind. 

Wie böi der erwähnten Wellenbewegung ist *' die Verdich- 
tung einer nach der Seite der negativen x hinlaufejaden Welle, 
S'^ dagegen die Verdichtung ei&er nach der Seite der positiven x 
hinlaufenden. Bei der letztern. ist die Geschwindigkeit der Luft- 
theilchen zugleich mit der Verdichtung positiv oder negativ, d. h. 
in dem verdichteten Theile der WeHe bewegen sich die LüfUheil- 
ohen nach der Seite, nach der die Welle fortschreitet, in dem ver- 
dünnten Theile dagegen nach der entgegengesetzten Seite. Im 
Uebrigen erfolgt hier alle« , wie bei der Welleijbewegang ara bieg- 
samen Faden. • 

321. Die Geschwindigkeit dieser W^ellenfortpflanzung in der 
Luft ist 



.^Vki 



k(a4^Ö) — ^ (f) 



Sie ist,' wie man sieht, unabhängig von dem Drucke, unter dem 
die Xuft steht, wächst aber mit der TbmperatQr, und ist, weilkför 
Gasarten von verschiedenem specifischem Gewicht verschieden ist 
(Nro. 2J99), fiir verschiedene Gasarten verschieden. Für atmosphä- 
rische Luft erhält man Air die Temperatur O^G mit — = 1,411 

^ Cj, 

den Werth b = 332,^4. Da der Schall duroh solche- W^Uwi fort- 
gepflanzt wird, nennt man b gewöhnlich die* Schallgeschwin- 
digkeit. ; • 

322. Ist die Röhre an einem Ende verschlossen , so ist dort 
die Geschwindigkeit u gleich Null, unabhängig von der Zeit. Diess 
gibt eine Zurückwerfimg der Wellenbewegung, wie wir diese an dem 
biegsamen Faden mit festgehaltenem Ende'fanden. 

Die an dem verschlossenen Ende ankommende Welle wird 



Die WeUenbewegimf der Luft. 355 

KacackgesTorfen» und geht nach -der DatcfakreuziiDg mit unveränder- 
ter, aber arogekehrter Form nach der entgegengesetzten Seite fort. 
Dabei eütßteht aas der verdichteten Welle dorch die Zorttckwer- 
fang ^ne verdichtete Welle, aus der verdünnten eine verdünnte. 
Die Ableitang' dieses Besnltates- kann gan2 wie in Mro. 266 <ge- 
schehen. 

Besteht die ankommende Welle ans* einem einfachen Wellen- 
zage, ist 

u' = bssin j 27r / — .— -j j-j-a J, 

so gehört dazu ^/ __ ]^ 

b 
Daraas wird für den reöectirten Wellenzag, wenn man annimmt, bei 
X ;= sei das geschlossene Ende , ' . 

n''4-u' = 0j a'/= — 'bssinr2yr haj, 

was , wenn man 1 4- -r^ nir t setzt 

D . " • 

u"= — bssinr27r. — h2n^-ta) 

_:t= — b s sin pTr T— -h ^ J -h a 1 

gibt. Diess entspricht einem dem ankommenden ganz gleichen, 
nach der Seite der negativen x hinlaufenden Wellenzuge. Die Verr 
dichtung ist tür diesen 

Aas der üeberdeckung des ankommenden und des reflectirten Zuges 
erhält man . * ; 

u"4-u'== — 2bscos r2jr— 4-aj8in27r^, 
J;H^"==2bssinf2»— -Ha)cps27r-^. 



und 



Die Geschwindigkeit wird also Null ah allen Stellen, die von 
dem verschlossenen Ende um eine ganze Zahl von halben Wellen- 
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längen wegliegen. .Diese Stellen heiseen hier die Scbwingnngs- 
knoten. Ein soU^her ist immer das. verschlossene Ende. Die 
durch die Ueberdeckang beider Wellenzüge entstandene Bewegung 
ist eine stehende Schwingung. Die Stellen der stärksten 
Beweguug liegen in der Mitte zwischen den Schwingnngsknoten ; 
in ihnen ist die Yerdichtcrtig constant gleich Null^^ während die 
stärksten Verdichtungen und Verdünnungen immer in den Schwin- 
gungsknoten auftreten. Die Bewegung aller Lufttheile zwischen 
zwei Schwingungsknoten ist zu gleicher Zeit gleich gerichtet , d. h. 
alle diese Luft flieset von einem Schwingungsknoten gegen. den 
nächsten, bis die Geschwindigkeit aller Lufttheile zugleich Null 
geworden ist, worauf diese die entgegengesetzte Bewiegnng an- 
nehmen. 

323. Ist die Bohre am einen Ende offen, so wird dort die 
Luft fVei ausfliessen, wenn eine verdichtete Welle ankommt, oder 
einfliessen , wenn eine verdünnte ankommt. Die Verdichtung und 
die Verdünnung wird geringer sein, als sie sieh in der Röhre bilden 
würden. Man ninän^t gewöhnlich an, die Verdichtung S sei an dem 
offenen Ende im^ier Null, was aber der Natur der Sache nicht ent- 
spricht, wesBhalb auch die so erhaltenen Resultate mit den Er- 
scheinungen, wie sie beobachtet werden., nur- annähernd überein- 
stimmen können. 

Die allgemeinen Bewegangsgleichungen können in die Form 
geteacht werden 



Setzt man 
und 






SO stellen u' und 8^ die Geschwindigkeit und die Verdichtung in dem 
nach der. Richtung der positiven x ankommenden Wellenzuge dar, 
welcher als gegeben betrachtet wird. Ist das offene Ende bei 
r:=0; so wird mit obiger Annahme fUr dieses^ = 0, woraus 



f = — p ' 
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und wenn man t -f- -j-- für t setzt 



F - = — f 



Hierdurch ist F irir jedes negative x bekannt; es ist nämlick f^_|,^ 
für jedes negativ x — bt bekannt , end kann für jeden positiven 
Werth von x — bt gleick Null gesetzt wenden. Ist z. B. fBr die 
negativen x 

^,-M = ssfn27rQ-y), 

wo . ' X 

- = b 

sein muss» so wird 

nnd man hat f%r den Yeflectirten Welleozäg 

u" = b8sin27r(~- + ~); 5''=--^. 
Aus der Üebefdecknng beider WellenzÜge Erhält man 
U= 2bssin2;i: — co8 27r-T- nnd 

J= — 28COs27r— sin27^-r-• 
Die. erste dieser Gleichungen zeigt, dass für x = 0; ^-^; —2—; 

— 3-^..* die Geschwindigkeiten ihre absolut grössten Werthe er- 
halten ; dass aber für 

4' 4 ' - 4 ' •• ;. 

die Geschwindigkeiten immer Knll sind , hier also Schwingongs- 
knerten entstehen, immer vorausgesetzt, dass t bereits gross 
' genug ist. • . 

.. Die Verdichtung wird wieder an den Schwingüngsknoten am 
grössten und kleinsten,. und ist immer Null bei x gleich 

-V A Ä A «» A 

. °'-2' -^2-' -^2;'-:- 
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Die aus einer verdichteten Welle entsteheDde teflectirte ist 
hier eine verdünnte« d.h. zn einem positiven i^ gehört ein nega- 
tives S'\ 

Wellenbeweg^nng in einer nach all^n Richtungen nnbegränzten 
Lnftmasse Von ursprünglich überall, gleicher Dichte. 

324. Setzt man wie bei der Bewegung in der cylindrischeii 
Röhre die anfängliche Dichte gleich J^ die Dicjite in einem Luft- 
elemente, das ursprünglich bei x/ y, z war und zur Zeit t bei z + $, 
y -h iy , z -H f ißt , gleich J'(i •+• i) und setzt man voraus i und J^ 
1}, £* bleiben während der ganzen Bewegung so klein, dass man ihre 
Quadrate oder Producte vernachlässigen kann; setzt man femer 
voraus, es' sBien keine äusseren Kräfte vorhanden; so geben die 
Gleichungen von Lagrange (56) 

dx . dt' dy dt' 



^-^+^s=o: 



und die Gleichung .(67) 



1^^+^+^. 



dx ^dy dz 1 -f ^ ' . 
woraus mit obififer Annäherung ' 

. dx dy dz 
Die Gleichung (c, Nro. 319) gibt ferner mit ' 

. k(a-hd)- = b' .(b) 

dx- dx dy dy dz dz 

womit die Gleichungen (a) werden 

dl dt" "^ dy dt»v " dz dt» ^'^^ 



326., Setzt man 

dt 



bM=-i?-. • •■ (d) 
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wo if eine FanctioB.voD x, y, z lud t seio wird, so werden die 
GleichtiDgen (c) . 

dtd3c":^dt'' dtdy "dt''-dtdz ""dt** 
wdraas di» Gesobwindigkeiten nach den Coordinatenaxen 

d? dy^ d«j dy^ .<^f_^y • \ 

dt^dx' dt^'dy' dT- dz ^®^ 

werden , wobei im Allgemeinen zu jedem der Ausdrücke rechts noch 
eine'f^dction von.x, y^.z als Iptegrationsconstante nacht zu setzen 
ist« Weil aber bei einer periodischen Bewegang, wie sie hier be- 
trachtet werden soll , die Gomponenten der Geschwindigkeit keine 
von t anabhängigen Olied^r enthalten können^, so sind diese Aus- 
drücke hier Null zu nehmen,, und für diese periodische Bewegung 
existirt also eine Geschwindigkeitsfunction ^ , welche hier zugleich 
durch die Gleichung (d) die Verdichtung angibt, also die ganze 
Lösung der Aufgabe. Leitet man die Gleichung (a) nach t ab , so 
erhält ma« zur Bestimmung dieser Function 

- dt' ^ Vdx'/^^dyV^dzV ^'^ 

^325. Ein particuläres Integral dieser Gleichung ist 
^ ;= A sin(a t -h s) , 
wo s = ni(x — a)-4-n(y-ß)-f-.p(z — y) (g) 

sein soll, und A, m, n, p, a, /?, y constant. Die Differentialgleichung 
(0 gibt die Bedingungsgleichung 

a^ = b'(m\4^n'H-p^). 
Setzt tnap # ^ 

m = lcos(l,x); n = Ico8(l,y); p==lcos(I,z), 
so wird diese Gleichung 

• a'=;bH^ oder a=±bl. ; 
Setzt man ferner 
X — ä = fcos(r,x); y — /9==rcos(r,y); ,z -^y = rcos(r,Ä), 

wo also r die Entfernung der Punkte x, y, z und a, /?, yist, so 
wird . 
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s==lreos(ljr), 
und 

if =^ A sin 1 [r cos (J, r) + b tj -h A ^ sin 1 [r cos (1, r) — bt}. (h) 
Setzt man s oder Ircos(i,T) constant, so ist di^ Gleicbnüg (g) die 
Gleichung einer Ebene, welche normal auf 1 steht. Biese Ebene 
geht durch den Punkt a, /^Tx» wenn «gleich Null ist; für einen 

andern Werth von s ist — oder r cos (1, r) die Entfernung dieser 

zweiten Ebene von der durch a\ /?, y gehenden. 

Die Gleichung (h) zeigt, dass der Bewegungszustand für einen 
bestimmten Werth von t derselbe ist, wenn rcos(l,r) constant ist, 
d. h. in allen Punkten einer zu 1 normalen Ebene ist zu derselben 
Zeit derselbe Schwingungszustand vorhanden , und für zwei paral- 
lele Ebenen derselbe, für welche . , ' * 

lrcos(ljr) = 2^, 

oder „ . 2;r 

rcos(l,r)=-j- 

ist. Diese Entfernung ist die W^ellen länge; sie sei X.- 

In derselben Ebene wiederholt sich derselbe ^ewegnngs- 
zustand so oft Ibt um In wächst, das heisst je nach der Zeit 

_2n_X ' . 
"^■^ Ib^b' 
welche. Zeit die sc i 1 1 a ti o n s d a u e r ist. Aus' diesem Werthe sieht 
man zugleich, dass diese Bewegung mit der Geschwindigkeit b 
fortschreitet, und zwar in dem ersten Gliede von der durch x, y, z 
gehenden Ebene gegen die durch a, ß, y gehende oder, dem r cos l,r 
entgegen, in dem zweiten in dieser Richtung. 
Die ScEwingangsrichtung findet man aus 

1— = v^ = A COS (a 1 4- s) m = A 1 cos (at -f- s) cos 0,x) , 
dt dx ^ "^ ^, . / \ » /» 

-7^ = A Icos (ä t+s) Icos (1, y) ; -j- = A 1 cos (a 1 4- s) oos (I, z), 
u t. dt'' 

als., gleich gerichtet mjt 1, der. Normalen zu den Ebenen des gleich- 
zeitigen gleichen Bewegungszustandes, der Well enebenen. 

Die Bewegung, wekhe das oben gegebene particülare Integral 
angibt, besteht hiernach in dem Fortschreiten von zwei Zügen ^von 



• « 
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Wellen^beneD, ,voD welchen, der eind in derRichtang von 1, der an- 
dere dem eatgegen gebt; die SehwingiingeQ erfolgen in- der Rich- 
tang Ton 1 , noroial zur Wellenebene, und das Fortschreiten der 
WeUenel>ene geschieht' mit der Geschwindigleit b, wie wnr diese 
für die cylindrisehe Röhre fanden,, wie überhaupt die hier betrach- 
tete Bewegung sich, in nichts von der Bewegung in der cylindrischen 
Röhre unterscheidet. 

Man hätte das Resultat noch etwas verallgeiüeiDera können, 
indem man für 1 in jedem der beiden Glieder von y verschiedene 
Werthe angenommen hätte, wodurch für die entgegengesetzt lau- 
fenden Wellenzüge die Oscillatioosdauer und die Wellenlänge ver- 
schieden, geworden wäre ; die Geschwindigkeit des Fortschreitens b 
aber dieselbe geblieben wäre. 

Die Richtung der Wellenebenen ist die willkührlich gewählte 
1; ebenso sind die Amplituden A,A| und die Oscillationsdauer t 
willkührlich; welch' letztere von der willkührlichen Länge 1 ab- 
hängt. Wegen der linearen Form der Differentialgleichung (f) ist 
die Summe unendlich vieler solcher Ausdrücke , wie oben, einet ge- 
geben ist, ebenfalls ein Integral dieser Gleichung, oder es können 
sich ebene Wellen von jeder Richtung, Amplitude und Wellenlänge, 
in dem Lufträume durchkreuzen. Die Geschwindigkeit eines Luft- 
theilchens an irgend einer Stelle nach einer bestimmten Richtung 
ergibt sich als die Summe der Geschwindigkeiten nach dieser Rich- 
tung, welche jede einzelne ebene Wellenbewegung nach dieser 
Stelle zu der betrachteten Zeit gebracht hat, und ebenso ist die 
Verdichtung an dieser Stelle die Summe der Verdichtungen aller 
dort sich kreuzenden ebenen Wellen. Allen diesen Wellenbewegun- 
gen gemeinschaftlich, ist aber die Geschwindigkeit des. Fortschrei- 
tens der Wellen, welche für alle das in Kro. 321 bestimmte b ist. 

326. Betrachtet' man den Punkt x, y, z als den Durch- 
kreazungspunkt ebener Wellen, welche nach allen Richtungen gehen, 
80 wird jede dieser Wellen in der Zeitt um bt fortschreiten, und also 
die Bewegung und die Verdichtung, welche in x, y, z zurZeitt = 
ist, naph der Zeitt auf eine Rugelfläche vom Halbmesser r = bt 
übertragen sein. Die Bewegungsrichtung ist hierbei , so weit sie 
von der in x, y, z zur Zeit t bestehenden Bewegung herrührt, in der 
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BichtQDg'voa'r. • Man kann .also jeden Punkt der von Wellen durch- 
krea;^ten Luftmasse als die Erregungsstelle jion kugelförmigei] 
Wellen betrachten; and die .Bewegung an einem Punkte a,/S|/wiid 
man erhalten, wenn man untersucht, welche Bewegungen, zu der 
betrachteten Zeit von allen Punktea. einer Fläche, welche die Luft- 
masse beliebig durchschneidet^ und für welche. die Bewegungs^o- 
stände bekannt sind, nach jenem Punkte durch solche von ihnen 
ausgehende Kugel wellen gebracht worden sind. . Die Besultirende 
aus diesen Bewegungep wird die Bewegung in a, ßj y zu dieser Zeit 
angeben. Gegeben muss hier der Werth von ^ sein fiir eine gege- 
bene Fläche,. z. 13. für die Ebene z = 0, nebst den Geschwindigkei- * 
ten, welche zur Zeit t den Lufltheilchen in dieser Ebene zukommen, 
also die Ableitungen von g> nach x, y, z für z gleich Null. Diese 
Bewegung muss sich als durch die Durchkreuzung ebener Wellen 
hervorgebracht, darstellen lassen, und daraus wirct man die Ampli- 
tuden der. verschieden gerichteten ebenen Wellen, und ihre Wellen- 
länge ableiten können ,. woraus sich dann durch die oben gegebene 
Betrachtung die Bewegung* an irgend eber Stelle und zu irgend 
welcher ^eit ergibt^ In ähnlicher Weise hat zuerst Huyghe-ns 
die Wellenbewegung in einem Räume betrachtet. . 

Der Beharrung^Bziisf;aDd. 

327. Bewegi sich eine Flüssigkeit' so, dass ah jedem Punkte 
x,*y, z die Geschwindigkeit und Richtung des zur Zeit t dort be- 
findliehen Flüssigkeitselementes unabhängig von der Zeit, also zd , 
allen Zeiten dieselben sind, so sagt man, die Plüssigkeit sei in 
einem Behairrungszustande oder permanenten Zustande. 

Die Bahnen der nach einander durch denselben Punkt gehen- 
den Fiüssigkeitstheiichea werden hierbei dieselben sein. Ist s die j 
Bahn eides solchen Theilchens, ^s^ein Elemenl in der. Rich- 
tung dieser Bahn gemessen (. betrachtet man ein prismatisches 1 
Element, der FlQssigkeit, dessen Länge jenes ^s ist, und dessen 
Querschnitt recht winklich auf ^ sogleich dq; ist p'die Pressung am 
Anfange dieses Elementes, und 

• dp , ' • . 

p-l--r^(fs 
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die PressoDg in der zweiten Endfläiche , so ist die aus diesen Pres- 
sangen sich etgebendi» * bewegende Kraft auf das Element in der 
Richtung von j s 

ds ^ ' 

Ist f die.anf die Einheit der Masse an dieser Stelle wirkende Insiere 
Kraft, ist J die Dichte der FlOssigkeit eben da, sa ergibt sich f&r 
das betrachtete Element hieraps die bewegende Kraft in der Rich- 
tung von J 8 * ' ^ 

Jfcos(f, ds)q^8. 

und wenn endlich d s die Verschiebang des Elementes oder seines 
Schwerpnnktes in der Zeit dr bedeutet, so ist 

-^- + ^fcos(f,ds) = J^. 

Maltiplicirt man diese Gleichong mit 

- ds 

ds= 3-rdt= vdt,. 
cit 

wenn man-die Geschwindigkeit des Elementes, in seiner Bahn ge- 
messen tnit v bezeichnet, so erhält man links .dp,' und dieses -dp 
ist die ganze Aendemog viom p für die Verschiebang des Elementes 
Qm dsy^a p wegen des Beharrongszustandej? unabhängig von t ist. 
Damit wird obige Gleichung ". > - , 

— dp-4--^fco8(f,ds)ds:=^#vdv. 
Das Integral dieser Gleichung ist, wenn und is.zwei Punkte in dc^r 
Bahh des betrachteten Elementes bedeuten an denea Po und p die 
Pressongen, Vq und- v die Gresqhwindigkeitea simi • . 

erstlich, wenn A constant ist, für 'eine tropfbare Flüssigkeit 

y' * ■ ' '»•■■" * j ■ " \ . ' • 

fcos(f,ds)d8 = Y^v»-^Y'Jv„? (a) 

*• . • ••• . • . 

und wenn zweitens für eine elastische Flüssigkeit (Nro» 2d9) 

^ p = kJ(ä^-e) 

ist , ' 

k(a^-e>in-^-^ /fcos<nds)ds=4-^'-4-^o'.' (b) 
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Bei tropfjbaren FlüssigkeHep iat daher die Arbeit der bewegen- 
den äusseren Ktaft, weiche auf die £mheit^ der Mause wahrem! 
ihrer Bewegung verwendet wird, gleich der von dieser Masse ge- 
wonnenen lebendigen Kraft mehr der Zunahme der Pressung vom 
Anfange der betrachteten Bahn bis ans Ende .des l)etrachteten 
Stückes derselben» die8i.e Pressungen dividirt. durch die Masse in der 
Volumeinheit der Flüssigkeit. 

Bei elastisch flüssigen Körpern hat man diese Differenz der 
Pressungen dividirt durch die ^asse durch den Ausdruck 

k(a4-0)ln-^ 
* Po ' / . 

zu ersetzen, wobei vorausgesetzt iat, dass die Temperatur in der 

Luftmasse überall dieselbe ist. ^ 

• 328. I<)immt man 1)ei -dem obigen Elemente der Flüssigkeit 
eine der Seitenflächen deä als paralletepipedisch betrachteten Ele- 
mentes normal zu dem Krümmungshalbmesser der Bahp an der 
betrachteten Stelle, bezeichnet man diesen mit ^,. so erhält mau in 
gleicher Weise wie in vorhergehender Nummer 

' — ^-hJfcos(f,p)=~J— ; 

und wenn n die Richtnug rechtwinklich auf ^ und auf ds bedeutet 

— :r^-f-Jfcos(f,n)=:0. 
. dn . "* . • 

'Die.Zlinahme desDiucks in der. Richtung des. -Krümmungs- 
halbmessers der Bahn Vom KrümnKingsmittelpunkte Weg gemessen, 
ist daher gleich der auf die Schichte von der Dicke d'^ und dem 
Querschnftte 1 wirkenden äusseren Kraft zerlegt nach der Verläpge- 
ruDg von^, mehr der Centrifugalkraft eben dieser Schichte ; normal auf 
dieOschlationsebene der Bahn ist dagegen die Zunahme des Drucks 
von einer Fläche zur nächsten nur gleich der in dieser Richtung 
liegenden £)omponenten der äusseren Kr^ft,- welche die zwischep 
jenen Flächen «liegende Schichte Flüssigkeit angreift, wobei der 
Que^rschnitt der Schichte wieder auf eins redu<rirt wird. 

Es ist ^u bemerken-, dass die Gleichungen (a) und (b) auch 
gelten, wenn man nicht in. der Bahn eines Theilcliens der Flüssig* 
keit, sondern beliebig von einem Punkte Ser . Flüssigkeit zu einem 
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beliebigen ändern fortgeht, ^e diftse die Gl^ichongen (Nr^. 310, 63) 
ergeben, wenn man dort die Ableitungen jdec Geschwindigkeit nach 
t allein gleich Null setzt.*. Statt des Gliedes 



/ f cos (f, s) d s erhalt man dann 



welches der Druck ist, welchen die Kraft f von der einen Stelle bis 
zur* andern in der ruhenden Flüssigkeit hervorbringen würde, wobei 
aber, wenn die Bahn, auf der man von einer Stelle zur andern 
kommt, gleichgiltig sein soll, wie diess hier der Fall sein muss , die 
Bjraft durcfi eine Kraftfonction gegeb^ sein muss. Andernfalls ist 
ein permanenter Zustand der Bewegung nicht mdglieh. dieselbe 
Bedingung haben wir bei constanter Dichte fi)r dij^ Möglichkeit des 
Gleichgewichtes gefunden. Zu übersehen ist hierbei nicht, dass die 
Gleichung in Nro. 310 nur gilt, wenn eine Geschwindigkeitsüinction 
für die betrachtete Bewegung vorhanden ist. 

329. Wieil untör dieser Yoranssetzung. die Gleichung 

— dj) -h zif cos (f, d s) d s = 2^ V d V 

für jedes $tück 'ds, um da^ man von x, y, z fortgeht» gilt, so kann 

man sie mit der andern . v 

- * V* ' 

• — dp4- JfcoB (f,^)d^= — 2/ — :d^. 

combinirei», indem man ds und d^ gleich setzt, d.h. also nachdem 
Krümmungshalbmesser der Bahn fortgebt. Man erhält so 

d.v j_ dQ 

und also a 

. . ^^=7;-. • ,■ • ;• ■■•■.. 

wo a eine Consti^nte ist^ so lange man in der Linie üormal auf die 
-Bewegung bleibt; vcm einer solchen Linie zur andern kann sich a 
aber ändern. In einer solchen^ Linie ist daher die' Geschwindigkeit 
dem Krümmungshalbmesser umgekehrt proportional, und wird so- 
mit Null, wenii. dieser Krümmungshalbmesser oo wird- oder die 
Bahn eine gerade, vorausgesetzt, dass hier nicht auch a gleich od 
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ist; im letoten Falle wifd ; für alte Pnnkte normurl auf die Bahn eines 
Theiicheos der Kfümmm^sh^lbinesser der Baha uneadlich groes, 
diese Theilchen werden sich also geradlinig bewegen. ' 

. Ajis^ow einer tropfbaren: Flüssigkeit, ans einem Oefilase. 

330. Istxlie Pressung an der Oberfläche der Flüssigkeit in 
dem Gefässe gleich A.und ausserhalb der Ausflnssöffnnng ebenso A, 
etwa der Druck der Atmo^)h^re, and ist h die Höhe der Oberfläche 
fiber der Ansflassöfifpang , sq. erhält man für den .fitrahl^. welcher 
an dem Rande' der Ausflassöfifnung austritt, nach Formel (a) 

v^=Vo»-H2gh, 
wenn v^ die Geschwindigkeit ist, welche den Wassertheilchen die- 
ses Strahls an* der Oberflächfe zukommt Gewöhnlich vernach- 
lässigt man nun die Verschiedenheit der Pressung im Innern; des 
, Htfstretenden Strahls und lässt daher dfoige Gleichung lür -alle 
Punkte der Ausflnssöflfnong gelten , was nicht ganz richtig ist. 

3Can sieht aus obiger Formel, dass die Ausfiussgesehwindig- 
keit unabhängig ist von der Dichte der Flüssigkeit ; ist die Ge- 
schwindigkeit an der Oberfläche jm Gefässe nahezu TSuWj o(|er bei 
einem unendlich weiten Gefasse Null » so ist die Gesc^hwindigkeit 
des Ausflusses, die, welche der Fallhöhe h zukommt. 

Ist dä^in Element der Ausflussöfifnung und d die Neigung der 
durch dieses Element ausströmenden Flüssigkeit gegen die. Normale 
zur Ausflussoffnuoig, so ist 



/« 



vcosdda, 

das Integral über die ganze Oefifnqng ausgedehnt,- die in der Zeit- 
einheit austretende' FHissigkeitsmengf. Gewöhnlich setzt man 
diese gleich 

.'■ **^ 
wo a die Grösse der Auidussüflnung und x ein dorcb die Erfahrang 
bestimmter Aüsflusscoefficient ist, welcher bei einer Oeffianng 
in. dünner Wand, von Welcher sich der Strähl nach allen Seiten ab- 
löst, nahe -gleich .0^2 ist, übrigens- nicht ganz unabhängig von 
Form jottd Grösse der Öeflnung» ^ie von der Drückhöke. . 

Solche Formeln, wie. die hier für die Ausflussmenge gegebene 
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xav stellt -die Hydraulik anf, indem sie die Form der Fonriei so 
weit als möglich nach den theoretischen Sätzen bestimmt, dann 
aber sich darch wahrscheinliche Annahmen zu dem Endresnttate, 
das die Anwendangen verlangen, verhilft, und endlich die in diesen 
Formeln als constant angenommenen Grössen, oben x, durch die 
Beobachtung zu bestimmen sucht; fallen diese Grössen in- der That 
constant aus, so bestätigt die Erfahrung die Annahme, andernfalls 
hat man zu versuchen durch andere Annahmen der Erfahrung zu 
entsprechen. Die HydrauKk sucht also auf dem Wege des Ei^peri- 
mentes die für die Anwendungen wichtigen Fragen , für welche die 
Hydrodynamik zur Zeit nock keine vollständige, oder für die An- 
wendungen brauchbare Antwort gibt, zu iösen. Diess ist unii so 
nothwendiger, da ja die Hydrodynamik selbst über die Natur der 
Flüssigkeiten Annahmen macht, welche den Flüssigkeiten in der 
Natnr nicht vollkommen entsprechen.(Nro. 286). 

Der Stoss eines isolirten Wasserstrahls. 

-331. Trifft ein Wässerstrahl eine feste Platte, so breitet er 
sich über diese aus, und Jiesst längs dieser Platte ab; bei dieser 
Ableulung wird im Imiern des fliessenden Wassers eine Parthie^ 
ruhendes Wasser sein , über welches , wenn der Feharrungszustand 
eingetreten ist, der Strahl wie über eine gekrümmte Wand abfliesst, 
und dabei Idinen von der Krümmung abhängigen Druck, auf die 
Wand dieses Wasser ausübt. Dieser Druck wird durch das an der 
Platte ruhende Wasser auf diese übert^a^en , and den Gesammt- 
druck, welchen so die Platte erleidet, nennt man den Stoss des 
dieselbe treffenden Wasserstrahls.. - 

Der grösseren Einfachheit weg^i nehmen wir an, das Wasser 
trete aus einer. sehr langen rechteckigen Qefinung in dem horizonta-^ 
len Boden eines Gefässes, und betrachten^ die Bewegung in einem 
Querschnitte, welcher nahe durch die Mitte der Oeffnung rechtwink- 
lieh auf deren .lange Seiten gelegt i^. Von dieser Bewegung petzen 
wir voi'aüs, dass «ie durch die kurzen Enden der Oeffnung nicht 
beeinflnsut wird, so dass also die Geschwmdigkeit jedes Wasser- 
theilchens in der Ebene des betrachteten Querschnitts lie^. In 
dieser Ebene sei z die verticale und x die horizontale Ceordinäte 
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eines Wajsßertheilcheiis zur Zeit t, v die Gesehwiadigkeit dieses 
Theilcfaens« q der Sjümmungshalbmesser seiner Bahn; and p die 
Pressnng.an dieser Stelle ; beachtet man dann die Arbeit delr Schwere 
auf der kurzen Strecke, in welcher der Stoss geschieht nicht, so hat 
man allgemein für zwei beliebige Pmikte 

und fiir das Fortgehen normal zur Bahn 

— ^ J — nnd v.= — , - 
<•? ? -^ 

wo a in diesem Fortgehen constant ist. 

In dem äossersten Wasserfaden ist der Druck constant^ der 
Druck der Luft, welcher Po sein soll. Damit gibt die erste Glei- 
chung die Geschwindigkeit in diesem änssersten Wasserfaden con- 
stant; sie sei Vq. 

Im Innern ist ruhendes Wasser, also Wasser im Gleichge- 
wichte; dort muss also die Pressung auch con^tant sein; sie sei p' 
nnd. in dein innersten^ über diesen ruhenden WaSse^örper abflies- 
senden Wasserfaden muss .also die Geschwindigkeit ebenfalls con- 
' stant sein ; sie sei v^ . Dann ist die Pressung, welche in dem ruhen- 
den Wasserkörper im innem des ausgebreiteten Strahls Bieh findet, 
gegeben durch . -- 

/p'--Po = 4^K'-^''>; . W 

Ist nun I die Länge, in welcher dieser ruhende Wasserstrahl in dem 
betrachteten Querschnitte die Stossplatt» ber&hrt, so ist der Druck, 
welchen diese von dem Wasser erleidet, wenn b die Breite des 
Wasserstrahls;rechtwinklich .auf diesen Querschnitt, oder die Länge 
der Ausflussöffidung ist ^ . 

- D = bl(p^-p.)-izft,l(v,»^v'*). ■ 

wobei der auf der andern Seit^ der Platte entgegenwirkende Lnft- 
dnick abgezogen ist. ^ ^ . * 

G^t man von einem Punkte in der Richtung des EriimmBngs- 

. halbmessers f um d ^ fort^ so ist die in der Zeiteinheit durch dieses 

Element von der Länge 1 rechtwinklichaufd^yfliessende Wassermenge 
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gleich y d^ und die \^as«ermeDge durch die ganze Dicke des fliessen- 
den Wasserstrahls. 

/vdo = a/ -^ ±= aln — = aln-^• 
Da diese Wassermenge überall dieselbe sein mass» und Vq und v^ 
constant sind, so ist a ebenfalls constant über den ganzen gekrümm- 
ten Wasserstrahl, also auch jp' und Qq constant, pder der Wasser- 
strahl ist durch zwer cyn^drische Flächen von diesen Krfimmungs- 
halbmessern begrenzt. Geht man von dem äussersten Wasserfaden, 
desseji' Geschwindigkeit v^ ist, zum zweiten und ist d^ die Dicke 
des ersten, so ist v^d^die durch ihn fiiessende Wassermenge; 
diese ist constant, daher auch dg constant. Damit wird dann die 
Pressung im zi^eiten , . 

ebenfalls constant, also auch die Geschwindigkeit in diesem, und so 
fort in jedem. Die Bahnen der einzelnen Wassertheilchen sind 
also alle parallel, und die Erümmungsmittelpunkte derselben ge- 
meinscJkaftlich , oder die einzelnen WasserFäden bilden cöncentrische 
cylindrische Flächen. ' ' 

Der aus der Oeflfnung tretende Strahl theilt sich in zwei 
Theäe, vqn welchen der eine nach der Seite der positiven j^, der 
andere nach der Seite der negativen x abfliesst, zwißchen Bich die 
ruhende Wassermasse lassend. In dem Theilungspunkte wird man 
zwei Krümmungshalbmesser haben , welche nach beiden Seiten hin 
in die Richtung der x Axe fallen. Sind nun p'^, und j^' die Krüm- 
mungshalbmesser des äusserst^n und innersten Fadens auf der 
einen, ^'\ und q!' auf der ändern Seite, imd ebenso di^ Geschwin^ - 
digkeiten durch einen und zwei Accente unterschiede!! , so ist, weil 
die Pressung in der zwischen dem getheilten Strahle liegenden 
Wassermasse nur eine sein kann « 

und da bei dem Austritte aus der Oeffnung. die Geschwindigkeiten 
in den Randfäden gleich gross , also v'o =v"o sein W,erden, v'=v". 
Diess gibt 

HoltBrntdii, «heoiet. Medhaslk. 24 
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a' a" ^ a^ a" ' 

.woraus ?" _ gj. 

Setzt man f " = q'\ + 9" nnd n' = ^'o + 9', tro . ' 
. 6' + 9" -9 ,. 
gleich der Qicke des ungetheiltea Wasserstrahls an der Stelle, an 
der die Theilnng eintritt, so hat man noch 

also auch ' 9^_?^_£^ ' < 

^'~ Q'~q\' ■ 
Ist die Stossplatte gross genug, so wefrden die beiden Theile 
des Wasserstrahls parallel der Platte abfliessen. Ist 1 die Länge 
der Linie z von dem Theilnngspunkte des Strahls l>is zu der Stoss- 
platte, und ist 9 der Winkel, welchen die Stossplatte mit der ver- 
längerten z bildet , wobei der Platte eine solche Lage gegeben wird, 
dass dieser Winkel in. die Ebene z, z fällt, so i&t 

(^'tan|-=^"cot-| = l, 

woraus, wenn 1 gegeben ist, q* und q'* sich bestimmt. Ans beiden 

erhält man ' 

^ q" > ■ a^ 



undd^it : • 9.(i^t,,^^^9^ 



9' =: 9 COB -jr- 



Die Grösse des Stosses auf die Stossplatte wird endlich 
D = ijb.21(v.;-v',)= . 



.-:^JbVo^^'tan|(l-^)^ . 
= zlb<3yo sina( 1 T\^h 
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-^b9v*6intt 



was, wenn 8 sehr klein gegen 1 ist, in 

Übergeht. 

Steht die Platte rechtwinklich gegen den Strahl , so wird 
sin a = 1 und der Stosa auf die Platte 

. .. 2/bav^r=2^gb«h, • . 

wenn man v' = 2gh setzt. Der Stoss ist dann gleich dem Drucke 
einer schweren Flüssigkeitssäule vom Querschnitte bd und der 
doppelten Fallhöhe^ welche der Geschwindigkeit zukommt. 

Für die Wassermenge, welche in der Zeiteinheit ausfliesst, 
erhält man 

A = b f a' In-^ + a'Mn -^"j = 

b(a'-ha'01n4^- ' 
Es ist aber 

-2 



a' 
und 



- = v^, pder a' = Vg \\ cot-|- — 9 cos -yj , 

—^ = Vo , oder a" = Vq \\ tan y — 9 sin ^J • 
Daraus erhält man 



"■' -\. ' 



1 -^ -r- sm a 

was für ein gegen 9 sehr grosses 1 iu 

A = Vob9 
übergeht. Die Ausflussmenge wird durch die Nähe der Stossplatte 
geändert. 

Den Stoss auf eine Platte hätte man auch in der Weise be- 
handeln können, wie die folgende Aufgabe behandelt ist. 

Eine Bfthre dreht siqh gleieh^rmig um eine mit ihr fest verlrandene 

Aze ; durah sie fliesi^t D^asser. Das Drehmoment des Bmcks dieses 

Wassers auf die Röhre anzugeben. 

332. Die.prehaxe sei die Axe der z, w die constante Winkel- 
geschwindigkeit , mit welcher sich die Bohre um die Axe dreht 

24» 
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dm sei* ein Element der in der flöhre befinaiichen Wassermasse, 
welches sich zur Zeit t in der Entfernung r von der Drehaxä befin- 
det; r bilde zu dieser Zeit ipit einer dnrch die Brehaze gehende 
Ebene, welcjie mit der Röhre fest verbanden ist, sich also mit die- 
ser dreht, den Winkel tp^ diesen in der Richtung der Drehung w 
gemessen; so ist das statische Moment des Drucks auf das Element 
dmfurdiezAxe 

dM= — 51 dm, 

4 t ' ^. ' 

und also die Summe dieser Momente f&r alle zur Zeit t in der Röhre 
befindliche Wasserelemente 



y dt 



dm. 



Peim Beharrungszüstand ist dieser Moment constant nach der Zeit^ 
wesshalb man hat 

Das erste Integral ist die Summe der Flächengeschwindigkeiten 
aller zur Zeit t in der Röhre befindlichen Theil« nebst der Summe 
der Flächenge^chwindigHeiteii der Wassertheile^ welche während 
dieser Zeit die Röhre verliessen im* Momente des Austrittes, weni- 
ger der Summe der Fiäch^ngeschwindigkeiten i welöhp die eintre- 
tenden Wassertheilchen hatten ; das zweite Integral ist die Summe 
der Flächengeschwindigkeiten , welche die zur Zeit in dßv Röhre 
befindlichen Wassertheilchen haben. Da beim Beharrungszustande 
diese Summe der ersten in dem ersten Integrale enthaltenen gleich 
ist, so heben sich diese beiden auf. . . 

Ist q^ die Grösse der Ausfli^ssöffnupg;, r^ die mittlere Entfer- 
nung derselben von der.Drehaxe z; ist^i die Neigung des austre- 
tende^ Strahls gegen die z Axe und a^ der Wipkel des verlänger- 
ten T^ mit der Projectiön des Strahls auf diß zn z normale Ebene, 
in der Richtung der Drehung gemessen, ist endlich v^ die mittlere 
Aüstrittsgeschwjndigkeit relativ gegen das Axensystem., das sich 
mit der Röhre dreht, so ist . 
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2/qtVit 
die in der Zeit t ausgetretene Wassermasse, und für diese 

VismAsindPi=ri^, 

und damit der betreffende Tl^eil des ersten Integrals 

J% V4 t[ri v^ sin/Si sin«! + r^ 'w]. 
Für die eintretende Wassermenge seien dieselbe Grössen 

qov^o^ A> «üi ^0» 

ond damit wird» weil noch 

; • qQ.Vo=qtVi 

sein mofis, 

M = Jqp Vo [r^ Vi sin/J^ sinä^ — To y^ sin/J^ sinao^ (^i ^^^o ')w]. 

Der Druck auf das Wasserelement dm setzt sich zusammen 
aus dem Drucke der umgebenden Wassertheile ; die Schwerkraft ist 
vertical; ist dies« die Aze z ebenfalls, so komüit diese bei defii Mo- 
mente M nicht in Betracht, Da aber die Pressungen in einer 
Fläche Jedenfalls paarweii^e und entlgegengesetzt vorkommen, so 
werden sich die Momente dieser Pressungen gegenseitig aufheben, 
mit Ausnahme derer, welche an den Grenzflächen auftreten. Diese 
sind aber der Druck der Wände und die Pressungen auf die Ein- 
tritts- und die Austrittsöflfnungen, " 

Nennt man das statische Moment des Drucks des flieseenden 
Walsers auf die Wände der Röhre Dd; sind Po und p^ die Pres- 
sungen in der Eintritts- und der Austrittsöffnung, so ist 

M= — D9^H-Po.qosiaj?osm«4 — Piqi sm/JiSinä^ , 
woraus man erhält 

D9 = Po qo siöÄ sioao — Pi qi ßin A sin«/ — 
— ^qo ^a [^1 Vi sin/9i sina^ — ro Vq sin/9o sinwo + (r^ *— »0 *) w]. (a) 

Sind mehrere solche Röhren, wie bei den Turbinen, 'zu einem 
Körper verbunden, und bilden die Ausfiussöffnungen, mit den her^ 
vorstehenden Enden der Röhren oder Schaufeln eine in sich ge- 
schlossene Fläche, welche dem Drucke p^ ausgesetzt ist, so gibt 
dieser ^constante Druck ^uf diese geschlosi^one Fläche die Resulti- 
rendeNull (Nro. 294), und daher kein Drehmoment. Dasselbe gilt 
von den .Eintrittsöffnungen. Dadurch wird 
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D9 = 

— ^ qo^o [ri Vi sin ß^ sin «i — ro v^ sin /?o sin a^ +(ro '-r^ ') w]. (b) 

Ist vor den Eintrittsöffnnngen ein Bebälter an dessen oberem Ende 
das Wasser als mbend betrachtet werden kann , ist p^ der Druck 
sowohl auf die Oberfläche dieses Wassers als der auf die. Ausfluss- 
öfiTnungen ; ist z die Tiefe der Eintrittsöflfnungen unter dieser Ober- 
fläche, so hat man ' ' ■ * 

^gz = Po-Pi + Y^ao'» 

wenn Uq die absolute Geschwindigkeit des Wassers in der Eintritts- 
öffnung bezeichnet , und wenn keine Gontraction und andere Wi- 
derstände, wie Stoss bei dem Eintritte statt finden. Treten aber 

solche auf, so hat manfilrtiö zu setzen -r-', wo k ein Coefficient, 
,. / k 

welcher kleiner als 1 ist, und welcher Von der Art des Eintritts ab- 
hängt. Damit wird 

1 P ^ 

' ^gz = Po-ßi ^ 2"^"k^* " 

Am Ende der Röhre ist der Druck wieder p^ ; ist z^.di« Tiefe der 
Ausflussöffnung unter der Eintrittsöffnung, so ist für die relative 
Bewegung 

ij(r,»-ro0w' + z/gz,=p,-«po'4-ij(v;^--v,^), 

wo das ^rste Glied die Arbeit der Centrlfngalkraft ist. 
Addirt man dies^ beiden. Gleichungen, so erhält man 

Es ist'abfer *. 

Oo' = Vq^cos/Jo^ + (vo sin/?o siöffo + ^0 w)^-+- Vo^sin/9o*cosao* 

^ = Vo * + 2 Vo ro wSin/?o>inaö "*" r« ^w%- 

und wenn u^ die absolute Austrittsgeschwin4igteit ist 

u^ * = v^ * -H 2 v^ r^ wsin/?^ sin«! H- ri ?w^ 
Daraus ' 

Vi *-^'Vj, '=Ui.^--iUo ^— 2fvi r^ wsin/9i,sincri H-2vo ro wsin/9o sincro — 

• •. -r,^w' + ro'wl 
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Damit wird 

1 ü ' 1 

-t- v^ fo wsin/9o sinÄo — Ti ' w* -4- Fo *w*, 
Sobstitairt Aian dieses in die Gleichung (b), nachdem man diese 
mit w mnltipUoirt hat, so erhält man 

DBw ist die auf die Turbine in der Zeiteinheit übertragene Arbeit» 
QQd.die$e ist. gleich dem Gewichte der in der Zeiteinheit durch die 
Tnrbin'e geflossene WasserQiasse Jq^ v^ g muitiplicirt mit der Höhe 
des ganzen Gefälles z + z^ ^ weniger der lebendigen Kraft 

-r-^^qo Votii ', welche das austretende Wasser mitnimmt und weni- 

ger 4er lebendigen Kraft ■«'^90 v© S * ( tT "" ^ welche be^n 

Eintritte in die Turbine verloren geht. Ist k =;: 1 , so fallt dieses 
letzte Glied weg. 

Der Ausfluss der Oase. 

333* Ffir den Fall einer konstanten Temperatur gibt die Glei^ 
ch]ing (b) in Nro. 327 die Geschwindigkeit des Ausflusses 

y^=2k(a-t-e)ln-^, 

wo Po die Pressung de^ Gases in dem Behälter und p die Pressung 
in der Ansflussöflfhung ist, aber die Temperatur und k der. in 
Nro. 299 näher bestimmte CoeflBcient. 

. Ist die Grösse der Ausflüssöffnung a, so ist das Volum der in 
der Zeiteinheit ausgetretenen Gäsmenge 

wenn vorausgesetzt werden darf, dass alle zu der OefFnung austre- 
tenden Gastheile dieG^schwindigkeitv normal zu a haben. Ist diess 
Wie gewöhnlich nicht der Fall, so muitiplicirt man die Grösse av 
noch mit einem Au^uss-CpefScienten x, welcher durch die Erfah-* 
rung bestimmt wird. . ^ 

Dieses Volum Gas hat die Pressung p, die in der Ausfluss- 
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Öffnung vorhanden. Will matt das. Volum der austretenden Gas- 
masse unter der Pressung Po.^ berechnen, so liat man das erste 
Volum mit 

• ' • _P: • 

Po 
zu multipliciren. \ 

Für die Pressung p in der Ausflussöffnung setzt man gewöhn- 
lich die Pressung , Welche ausserhalb des Gfefassjes vorhanden ist, 
was aber nur bis zu einem bestimmten Werthe von p' zulässig ist 
Setzt man fär p z. B. Null, berechnet, man also auf diese Weise die 
Gasmenge, welche in der Zeiteinheit in den luftleeren Baum aus- 
strömt, so erhält man dieses Volum gemessen tnter deni t)rucke p^ 
gleich NuUi was widersinnig ist. Ist, nachdem die Ausflussoffnung 
einige Z^it geöffnet war, die Ge;schwipdigkeit det austretenden Luft 
grösser als die der vor der Ausflussoffnung abströmenden Luft, &o 
jnuss Tor der Ausflüssöffnung eine Vermehrung der V^rdichtang 
eipitreten. ' Von dieser wissen wir, dass sie mit der Geschwindig- 
keit des Schalls fortschreitet. Die Verdichtung unmittelbar vor 
der Ausflussoffnung wird daher zunehmen , so lange die> Geschwind 
digkeit des Ausflusses grösser ist als die Geschwindigkeit des 
Schalls 9. upd so lange kann also auch kein'Beharrungszustand ein- 
treten. Dieser wird, wenn zuerst die Dichte vor derMündtjng klei- 
ner war, erst.dann eintreten, wenn die Dichte an der Ausflussöffnung 
80 gross geworden ist, dass die Geschwindigkeit des Ausströmens 
der Geschwindigkeit des Schalls gleich geworden ist, also wenn 

2k(a-^d)ln-2^ii=k(a-he), (Nro.321,f) 

wo recjits der von det Erwärmung herrührende Factor —weggelassen 

' i ' ' ', ^1 . • 

ist, weil hier die .Temperaturänderung vernachlässigt ist. Man 

* findet hieraus als den (Jrenzwerlh von p 

p = p,.e"^=b,6()65p,.' 

Ist die anfängliche Pressung ausserhalb des Ausflussgefässes 
kleiner als dieser Werth von p, so wird sich die Verdichtung vor 
dieser ^steigern, bis p diesen Werth hat, und nun erst der Behar- 
rnngszustand eintreten. Ist dagegen der Druck ausserhalb grösser 
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als 0,6065 Pb, 4S0 würde eiae Verdichtung, die dich vor der 

Mündung, bildet) scbneller ^.bfliessen, i^ls die Luft, nachfii^sst; 
hier wird aläo der äussere Druck auch der Druck p in der Ausfluas- 
öflFnung sein. 

Gljeichgewicht der Kräfte an elastischen 
Körpern. 

334. Aendetn die Punkte etned Körpers ihre gegenseitige 
Lage, so finden hierbei einige reingeometrische Bedingungen statt, 
welche für den Fall, dass die Verriickungen sehr klein sind, hier 
zuerst^ entwickelt werden sollen. ^ 

Der Punkt, dessen' ursprüngliche. Lage durch die rechtwink« 
liehen Goordinaten x, y, z gegeben ist, sei durch die auf den Kör- 
per, dem er angehört, wirkenden Kräfte nach 

gebracht, wo $, ^»'^sehr klein sein soUen, und als Functionen von 
X, y, z gedacht werden. Dann "^erden sich für einen Punkt; dessen 
ursprüngliche Goordinaten ^ 

. :i + h, y4-k, z-H.I . . 
sind, die Verrückungen 

dx dy dz / 



' ' dx ,dy dz 



dx dy dz 
ergeben 5 wenn man die höheren Potenzen von h, k, 1 weglässt. 

Setzt man die ursprüngliche Entfernunfg der beiden betrachte- 
ten Punkte gleich n , so ist * . / * 

n^ = h»H-k'-f-lV 
xj^d die jetzige Entfernung, welche ii(l4-€) sein soll, gegeben 
durch 

n'(.H-.fi)*=(h4-r-5)'-H(k-*-V-i?)'H-(H-f-Ö'r 
Lässt man in dieser Gleichung das Quadrat von e gegen die erste 
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Potenz weg^ und lägst man ebenso die Qoadrate und Prodaote von 
— , -p- etc. weg 9 80 erhält man die genäherte Gleichung 

€ ist hierbei die lineare Ausdehnoog des Körpers in der {tichtong o 
bezogen auf die Längeneinheit; ist e negativ, so findet in der Bich- 
tang n Zasammendrüoknng statt* Fällt n mit einer der Biclitan- 
gen z. B. X zmammea, so werden k und 1 gleich nnd a= h, womit 

wird, was also die lineare Ausdehnung in der Richtung x ist. 

Setzt man €n'= ± 1, so wird die Gleichung (a) die einer 
Fläche des zweiten Grades, deren Ooordinaten h, k, 1 sind, und 
welche ganz die Form der Gleichung (f) Nro. 279 hat 

Wählt man die Coordinatenaxen ^^r x, y, z so, dass diese 
Fläche auf ihre Axen bezogen erscheint , so wird ihrä Gleichung 

H-l = P:h» + ^V + ^l» • (b) 

dx dy dz 

und f&r. diese Axen ist 

dy dx dz dx / dz dy ^^ 

Diese. Axen enthalten ilen grössten jmi kleinsten Werth von n, 
und also auch den grössten und kleinsten Werth von e, da dieses 
dmrch 

» n ^ 

gegeben, ist 

Bezeicihnet. man .(Ue ^ei Wertbe von «, ^welche diesen Axen 
entsprechen unter dem Kamen der Haupta.nsdehnungen mit 

SO wird die ^ige Gleichuig (b) <. 
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und es ißt « d|. cLi? . * df 

^^~dx/ ^^ dy V^»-"dz 

Ein Parallelepiped , . das Ersprünglicb das Volam hkl hatte, 
wird jetzt da$ "Volum 

haben, oder die Einheit des Volums ist jettzt in 
(l + e0(l + e,)(l+O ' 
ausgedehnt, so dass die Volumsati^dehnung mit Weglassung der 
höheren PotQqzen gleich 

«i -f- «, + «3 (C) 

annähernd gesetzt werden kann ; di.ess ist die kubische Ausdehnung 
an der Stelle, welche ursprünglich beix, y, z war. 

Für «t + «2 H- €3 kann man allgemein die Summe dreier Aus- 
dehnungen setzen , welche in demselben Punkte nach drei aufeman-^ 
der rechtwinklichen Richtungen stattfinden, welche Süu^me für den- 
selben Punkt constant ist, wovon man sich mit Hilfe der Gleichung 
(a) auf dem in Nro. 276 eingeschlageüeij Wege ftberzeugt. 

335. Für elastische Körper zeigt die Erfahrung, dass ein 
Zug nach einer Richtung eine Ausdehnung in dieser Richtung be- 
wirkt, welche der Spanfiung in dieser Richtung proportional ist, 
wenn nur diese Ausdehnung klein genug ist, dass aber zugleich nor- 
mal auf diese Richtung eine ZusammenEiefaung eintritt, wekbe 
ebenfalls proportional jener Spannung ist. 

Bei den isotropen Körpern ist das Yerhältniss zwi.ächen der 
Ausdehnung in der Richtung dei» Zugs zu der Spannung unabhän- 
gig von der Richtung des Zugs ; bei den anisotropem KSrpern ist 
das aber nicht der FalL Wir betrachten einen isotropen Körper^ 
und nehmen an , dieser sei in der Richtung der x Axq einem Zuge 
unterworfen , welcher die JSpannung X, in jeder zu x normalen Fläche 
hervorruft; diese sei begleitet von ein^r Ausdehnung e in dieser 
Richtung und einer Ausdehnqing, welche n^^ativ w^irden i(^ird, pe 
in der Richtung von y und derselben in der Richtung, yq^ z.; danq 
wird m^ setzen können 

• ■» • ■/• X = E^. 



e,=»".. 
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.Erfolgen ebenso ^nrch die Spannungen Y and Z in den RiditaDgen 

von 7 nnd z die AnBdehnangen V and e^\ so hat>mao femer 

T = Ee* nidZ=Ee". 

Nun wird, wenn alle drei Züge zugleich stattfinden, atiddie 

Ausdehnangen sich addiren« was man filr sehr kleinis Ausdehnan- 

gen annehmen mass» die Ansdehnang iü der Ricbtang derzÄxe 

sein 

et=e-f-p(e'-4-e">, 

nnd ebenso nach y and nach z . 

ej = e' -h p (e -h e") ; e^ = e'^ 4- p(e ^-ep. 
Aas diesen findet man 

«t -*- «, -4- Sg = (t ■+-2p) (e -f- e' -+- e") ^ i\ 
wo S die cnbisctie AaSdehnang ist. Bann findet man. 

(l+2p)(p-l/ p-1 
und das analoge f^' e' und e. Daraas ergibt sich 

wenn man . . 

V. . <i w' rrdarchAund- r durch 2tt 

(l-+-2p)(p-l) p^l ^ 

ersetzt. 

. X, T, Z sind hierbei die Hauptspannungen (Nro.280); die 

Konpalspannung in einer Richtung n findet man nach Nro.278 

gleich 

N^ = Xcos (n,x)* -H Yoos(n,y)* 4- Zco8(n,z)^ 

w&hrend man- die Ausdehnung nach dieser Biehtung (Nro. 334) 

is=^«i008(n,x)*H-CjCO&(n,y)* + €3COs(n,z)* 
hat. Substituirt man fttr X, Y, Z die oben gefundenen WertH 
SO erhUt man 

Jf^=,Xi + 2ii€ ' (e) 

allgemein f&r jede Richti^ig n. 

Geht man nun von beliebigen Goordinat^naxen z, y, z an8, 
Ton welchen nicht mehr vorausgesetzt sein soll, dass sie mit den 
HauptaüsdeÜnuDgsaxen zusammenfallen, so hat man für die Nor- 
malspamung zu n aus (Nro. 278) . 
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N^ = X^C08(n,x)'4- YyC08(n,y)^ -f- Z,coß(n,z)^ 
-♦- 2 Xy cos (n, x) cos (n, y) 4- 2 X^cos (n, x) cos (n, «) 
rf 2T^ cos (n, y) cos (nV z) . 
Setzt man hier för N^ seinen Werth Xi4^2iJU€ ^nd fliirXj^, Y^, Z^ 
' nach derselben Gleichung (e) 

XS'h2/ji^; ki + 2fi^; li^2fi^, (63) 

während man e ans Nro. 334 gleich 

«=— cos(n,x)*H"^cos(ii,y)*+ j-cos(|i,2)' 

"^ (dy "^ df ) ^^* ^^' ^^ ^^* ^°'^^ 
7H-(^H"j^Jcos(n,x)cos(n,a) 

"^ (df "^ dy ) ^^® ^°' ^^ ^^** ^°' ^^ 
setzt, so erhält man - ', 

XyC08(n,x)co8'(n,y) +X,cos(n,x)co8(n,2) H- 
-l-Y^co8(n,y)ops,(n,z)= - . 

+ (^ + 1^) cos (n, x) cos (n, ?) 4- 

was weil die CoefScienten anabhängig vpa der Bichtang n sind ya. 

zerfällt. 

Me Gleichnngen (63) und (64) drücken die CompoÄenten der 
Spaonongen. durch die hervorgebrachten YetschiQbungen aus.~ 
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339. Ehe wir weiter gehen , «oll hier bemerkt werden, dass 
der oben mit £ bezeichnete Goef&dient der Uneajr^il AnsdehnuDg 
dnrqh einen Zog bei den Mechanikern gewöhnlich derElastici- 
täitsmodul heisst. Eliminirt mau p zwischen den beiden Aus- 
drücken für X und fi, so erhält man 

E - ^_^^ . (f) 

Der reciproke Werth hiervon heisst dfer Elas ticitäts-Coe f fi- 
ele nt des betrachteten Eürpers. 

Die Ausdehnung normal auf die Zugrichtung ist oben mit pe 
bezeichnet ; hier ist. 

Ist ein Körper nach allen Seiten gleich gespannt, also X = T = Z, 
80 ist die lineare Ausdehnung ; 

e,=(l4-2p)e = (H-2p)|-, ; , 

woraus X;= (2/ii-f-3A)fit 

wird.. Eine Beobachtung die^ser linearen Ausdehnung nebst der Beob- 
achtung des Elasticitätsmaduls dient daher dazu, die GoefBcienten 
k und 7t für die betrachtete Substanz zu bestimmen. 

337. Die Gleichgwichtsbedingungen und die B.ewegnngs- 
gleichungen ergebe sich nun aus 'den Gleichungen (53, Nro. 272), 
ijidem man dort für X, T, Z die hier bestimmten Werthe und für 
Gleichgewicht die Beschleunigungen gleich Null setzt. Man erhält 
so nach einer kleinen Umformung die Gleichgewiehtsbedingungen 

Bei den' Anwendungen sind entweder die Verschiebungen als 
Functionen der x, y, z bekaniit, und man sucht die in der 
Obeffiäch^ des Körpers vorhandene Spannungen ^ welche diese 
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Verschiebübgen hervorbringen, oder eg siikl di^se Spanmmgen be*- 
kannt nnd man. Bueht die Verschiebaugen, was aber bi$ jetzt in den 
wenigsten Fällen gelange ist« 

338. Ist gegeben 

5=:.ax; iy = by; f=cz 
für einen Körper, dessen Masse nicht durch Kräfte angegriffen ist, 
so hat man 

ax d.y dz 

und alle übrigen Ableitmigen gleich Null. Ddirans hat man 

J=a+b+c 
und X^ = i(a4-b-l-.c) + 2]iia, 

Ty = A(a + b + c)4-2ji*b, 

Z^ = 2(a -K b + c>+ 2juc , 

X^ = X. = Y. = 0. 

Die Spannungen X^ , Y , Z^ sind also Hanptspanntingen , nnd sind 
constant; sie müssen also auch in der Oberfläche vorhanden Sein, 
und durch sie. sind also die Züge, tirelche an der Oberfläche wirken, 
bestimmt. Ist der Körper ein techtwinWiches Parallelepiped, dessen 
Kanten nlit x, y, z parallel gehen , so ist X^ der Zug, welcher in 
den zu :& normalen Endflächen in jeder Flächeneinheit angebfacht 
sein niuss, am obige Verschiebungen hervorzubringen; ebenso hat 
man in den zu y und zu z normalen Endflächen die Züge Y^ uqd Z^ 
ftir jede Flächeneinheit anzubringen. 

339. Ist gegeben 

5 = 0; i; = axz; f= — axy, 

so werden . dg _^«^ ^^ _rt. ^^ — n 
^-""^ dy-^' dl-"' 
also die kubische Ausdehnung gleich NuU. Dagegen 
.iifi di7 

dx dz . 

' . df df . 
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und damit 

Xy = /i*az; X, = — jiiay; T. = 0. 
Man bat also hier in den zu x normalen Flächen tangentiale Span- 
nungen , welche in den zn x normaleq Ef^dflächen in gleicher Weise 
vorhanden Sein müssen: Setzt man einen prismatisofaen Körper 
voraus, dessen Axe die x Axe ist, und ist dq ein Element dieser 
Endfläche, dessen Coordinaten y und z sind» so ist die Summe der 
parallel zu y auf diese Fläche wirkenden Kräfte 



^a/zdq . 



un^ ebenso di^ Summe der zu z parallelen Kräfte 

^ydq. 



r-fiayy 



Diese beiden Summen geben eine Resultirendie, wenn nicht 
jede für sich gleich Null wird, was bedingt, dass die x Axe durch 
den Schwerpunkt d,er Endfltiche geht Ist diess nicht der Fall, so 
müsste -die x Äxe selbst eine Verschiebung erleiden, was der An- 
nahme nach nicht der Fall sein soll. 

. Die beiden an dq wirkenden Kräfte setzen sich zu einer Be- 
si^ltirenden zusammen, welche nprmal s^uf der Verbindungsliniß voo 
d q mit' der x Axe steht, und welche der Entfernung des d q von der 
X Axe ptopörtional ist Die ganze Endfläche muss von solchen um 
die X Axe drehenden Kräften angegriffen werden, deren statisches 
Moment in Beziehung auf die x Axe gleich 



-a/r'dq 



ist, wo r die Entfernung des Elementes dq von der x A:$:e ist, und 
das Integral übär die ganze Endfläc^o auszudehnen ist 

Bezeichnet man die Hauptspannungen in x^ y^ z mit A, B, C, 

so wird - ' 

A-hB^-C = X^HrYy + Z^ = Q,. 

A' + B^4-C* = X' + Y^ + Z*-2j»V.(y*4-Ä')-2/i^a*r% 

wenn man y* + z' = r' setzt 

Aus den Componenten von X ergibt sich, dass X in der zu 
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X und T reclitwiQklicIkeD Linie n liegt DUd gleich — jti^ar ist-^ wenn 
man li in der jßichtung y, e nimmt. ' In d?r Ebene, normal zu r ist 
keine Spannung vorhanden. Bezeichnet man sie mit R, so müsste 
R^ = Xj sein, diess ist aber gleich Null. Ebenso ist R = Y^=: 0, 
weil T mit T^ «asammeHfällt und also die Richtung x hat; das 
gleiche gilt .von R^ === Z^ , da Z die Richtung z hat. Es ist. also 
auch. die tangentiale Spannung in der za f normalen Ebene gleich 
Null,: oder diese Ebene ist eine der Ebenen der Hauptspannungen; 
ist diese gleich A^ so ist A= 0, womit 

B == — C und B =^ jiiar und C =i= — /»a r 
wird. 

Die Richtungen dieser Hauptspannungen findet man auQ 
. Xj = B-Qos (B, x) und X^ =^ C cps (C, x) , . 
oder weil B und C in ein^r auf r- normalen, also mit x parallelen 
Ebeöe liegen. / 

cps (C,x) = — sin (B, x) , 

und ' X3 = Xsia(B,x); X^,=Xco8(B,x)., 

womit -'/iarsin(B,x) =?:ji4arcos(B,x),, 

oder tan (B,x) = — 1 oder B, x = 135*^ uöd C, x = 4ß® 

folgt. Die beiden Hauptspannitngen sind also in Ebenen vorlianden, 

d^ren Nottnalen zu beiden Seiten ' von x mit diesem Winke! von 

45® bilden, und wekhe durch r gehen. ^ ^ ' 

340. Es seien die Verschiebungen in einem gebogenenJPrisma 
ftr zwei Punkte . /. ' 

X, y,.z und -^x, y, z,-. 
5,iJ,i'and — J, ^-, f, 
ferner för . x, y, z und x, — y, z, * « 

J, iy,f und I, —f[, f, , , • 

so folgt daraus zunächst, dass fiir x=:0 auch jf = s^in müsse» 
und ebenso für y = auch ij = 0. ,^ ' . 

Es seien fernßr die normalen Pressungen auf die zu y und zu z 
normalen Ebenen durchaus^ gleich Null. Diess gibt 

Y =Z =ia4-2/it^ = ;i<J4-2/*^=0, • 

. ^ ■ '^dy d« 
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. . . dy-'nl.z" 2(;H-/M)dx* • 

Darans findet mftn ' ' ■ ' 

Snb&tituiTt man diese Werthe in die Gleicfagewichtsbedingongen 
unter -der Voranssetzang, da^s keine Kräfte' ^nf die Masse des 
Prismas wirkeft , so werden diese 

dx' dy' dz* . 

2{X^fi) dxdz^dx^^dy^"" ■• ^^ 

»Nimmt n^an nun an , die Biegung erfolge dorcih JhiS0«re Zöge 
so» dass die Ausdehoangin der Richtung von x oder 
dj .' 

dx . • ' ,. . 

sei, wo* <r und r von z und y unabhängig sein sollen ,1. so erhält 
man 



= /<ydx-hz /^dx, 



wozr weil J = für X = ö keine Copst«ite konjmt, wewa beide In- 
tegrale^ von X =: anfangen, . . ^ ' . 

Setzt man den so bestimmten Werth von S in die Glei^huDg 
(c) , so wird diese • • 

dx dx 
Woraus, weil er und v von ^unabhängig sind, 

a=ih undr = .c,' 
beide Werthe constant, sich ergeben. Es ist also 

. |==ax-f-cxz. (0 

Die Gleichung (a) gibt damit ' 
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wozu keiii& Constante komiQt , weil i^ = für y ;= 0. Beide Werthe 
von { und tj entsprechen der GTeichang (d)". 
Dieselbe öleichung gibt noch 

WO X ^^^^ Function von x und y sein, kann« 

Sabstitairt man diesen. Werth von t in die* Gleichung (e), so 
wird diese 

^ + Zfi. . dV d'x..^. 

. 2(;n->)'"^d7"^d?"-"'. ■ 

ihr entspricht das allgemeine Integral 

wo F und i Äwei willkührliche Functionen sind- und i = V— 1. ; 

Sollen in den Obe/flachen des als reclitwinklichen Parallele- 
pipeds nun* näher bestimmten Prismas keine tangentialen Span- 
nungen ^vorkommen, so hat man, wenn diesö Oberflächen bei 
x = ±l; y=\± in; i5== ±n Hegen, 

gleich Null , das erste füt x= ± 1 ub(J für y — .± in; das «weite 
für X = ± I und für z = ± n ; das dri4te für y =± ± m und z = i n. 
Nun wird X allgemein gleich Null,, \ 

. d5 df . ' ; äx ' 
T^ + t!: wirdcx-^T7,. 
. ; dz ax , dx 

was unabhängig, vo'n z ist, und also fth: jede& z gleich Null werden* 
muss* Substituirt man den für ;f, gefundenen Werth, so erhält 
man ' , \ . 

ix dx 4(A-i--jiO 

Daraus folgt. - 

25* 
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^omit dana 



"'-*■>- ^)»('**''>- 



A / . . cz*>^ 
wird oder .' 

Damit aber X^ auch Null werde für x = ± 1 , miiss . 

±cl — c<±1) = 
sein, was der Fall ist, 

-Für T^ erhält man mit Weglassung des Factors fi . 
X dl/; li-h2fjb / 

und diess soll Null werden für y = ± m. und für z = ± n. Setzt 
man 

T^=^ — ^., . — \cy, oder 
-dy 2(^+7*) \\ , 

se erhalt man 

Damit sind nun alle Verschiebungen bestimmt Man sieht, 
dass die linearen Ausdehnungen nach den Richtungen Xr Jt z unab- 
hängig sind von x und y; sie sind ; " 

.^ = a + cz; ^-=-.^^^^_^.(aH.cz) 

und . dj _ ^ / > . ^ ' / ' 

d^rr- 2^1:7) (*-^^^>- - 
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Die ränmiicbe Anffdehnang wird 

*=(.+..) [i-jA^]=ji^(.+..). 

Es bleibt DQch übrig die äusseren Züge zu bestimmen , welche 
dem Prisma die hier bestimmte Biegung gibt. 
Zunächst sind 

fbr die .Oberfläche gleich Null, was ebenso im ioneni stattfindet. 
Es bleibt idso nnr noch 

^ = I^ ^* "*" "H ^'^ ^* "^ "^ 

= ^^y-^^^> (a + cz) = E(a + cz), 

WO E der Elasticitätsmodul ist. Das Prisma ist daher durch einen 
nach diesem Gesetze vertheilten Zug gespannt, oder wenn X^ 
negativ wird;gepresst. Es ist diess^wie man sieht, zugleich die 
Hauptspannung in jedem Punkte. Ihre grösstea nnd kleinsten 
Werthe liegen bei den gröösten und kleinsten Werthen von z* Ist c 
gleich Null, so hat man das gleichförmig in der Richtung c gespannte 
oder gepresste Prisma; ist dagegen a gleich Null, isciiat mail auf 
einer Seite der z Spannung und auf der andern Pressung. 

Der ganze Zug in jeder der Endflächen ist, wenn z von dem 
Schwerpunkte aus gemessen wird 

P = E .2 m /(a + cz) dz = 4mnaE 

woraus P 

a = ' •. • 

4mn£ 

Das Moment des Drucks für die Axe der y ist 

r^^ 4tnn* 

= E.2m/(a + cz)zdz = — «— cE, 

in "^ 

woraus — Ä ^ 



M: 



4 mn*^E 
Mit diesen beiden Ausdrücken wird 



* f 4mn 4mn^ 4mü I 
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341. Aufgabe. Ein hobler Cylinder, dessea innerer Halb- 
messer To 9 äusserer r^ und dessen Länge 1 ist, ist einem Drucke 
von innen nach aussen =p und einem äusseren =^i für jede 
Flächeneinheit ausgesetzt ; die in der aylindrischen Hülle stattfin- 
denden Spannunged- zu bestimmen. 

Der Druck auf jede der beiden Endflächen i8t(ro'p-:>rt 'pt)7r; 
dieser gibt in der cyliodri^cheu Hülle eine der Axe des Gylmders 
parallele Spani^ung 

' r »-r "^ * 

Diese Spannung ist in jeder zur Axe des Cylindeirs normalen Ebene 
dieselbe, und ist normal auf dieser -Bbene, eine Hauj^tspannung. 
Eine zwdite Hauptspanäung wird in einem Punkte der Hülle in der 
zu dem Radius durch diesen Punkt normalen Ebene stattfinden ; 
sie heisse B; die dritte. mnss dann in der Ebene d\irGfa den Punkt 
und die Axe «tattfinden; ihre. Richtung steht rechtwinklich auf dem 
Radius r und der Axe des Cylinders; sie heisse S. S ist constant, 
wenn der Radius r derselbe bleibt, wie auch R sich nur mit r än- 
dern kann, 

. Schneidet man aus der Hülle eid Volumelement' durch zwei 
concentrische cyliqdrische Flächen mit den Iladienrund r + dr, 
durch zwei Metidianebenen , welche den Winkel d y unter sich bil- 
den, und endlich durch ewei zur' Gylinderaxe normale Ebenen, die 
um dz von einander Entfernt sind« so findet man die Summe der 
auf jlie. Seiten diesem» Volumelementes wirkenden Spannungen zer- 
legt nach, r gleich 

fri^ + R^s^drdydz, 
und hat also fiirs Oleichgewicht die Bedingung 

r^-hR-S = 0. (a) 

dr . ^ ^ 

Ist der ursprüngliche Radius r auf r + ^ verlängert, so ist die Aus- 
dehnung in der Richtung von r gleich -—-. Die Ausdehnung in der 
Richtung von S findet man, da aus 2t tt nun 2 (r 4* $i)nr geworden 
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ist gleich — . Die in' der Richtung der Äxe des Oylinders stattfin- 
dende constante Ansdehnung sei.c. Damit wird 

"^ r 
Aus diesen beiden Gleichungen wird (a) 

dr'^r dr r^"/' 

SetzJ; man hi6r ^ = ar^, 

so erhält man die Bedingung 

«'=1 oder«== ±1, 
woraus sich, da« allgemeine Iiltegral der obigen Differentialgleichung 

ergibt; wo a und b CoDstantep sind. 

Man erhält damit die Ausdehnungen 

ig b ö . b 

dr . r' r r- . 

und damit die räumlichen Ausdehnung 
d = 2a-f-c, 
also constant fttr die ganze cylindrische Hülle. 

Zur Bestimmung der Constanten hat man R = — p^ für T = ro 
undR=— Pi für r = ri; endlich die Spannung in den Flächen 
normal zur Axe. Man hat damit 

b 



^Rfl=A(2a-f c)-f-2iii(a^^j, 
-^p^:=X(2a-f-c)H-2iiA(^a — — ,), 



Aus diesen findet man 



392 rv. KilftoaiiciMmKaipw, dMMBlMtoMndMiterete. 
•"- 2/i(r,»-r,») ' 

Die Spannong S wird mit diesen Werthen 

und hat also ihren grossten Werth an der innem Seite der Bulle 
for r = 10. Dieser wird 

« _ Po(ro'^riO--2piri' 
•■"^ r » — r * 

Nimmt man für So die für das Material zulässige Spannung an, so 
erhält man hieraus 



Tj^ ^ So-4-Po ^yT 



So -^ 2p, -Po j o Po~Pi 

So 4- Po 
Setzt man r^ =:r(l + d), so wird vd die Dicke der Hülle, und 

wenn, was gewöhnlich der Fall ist, \^ ^^ sehr klein gegen 1 ist, 

öo 4- Po 

g _ Po — Pi 
. So4-Po^ 

woraus die erforderliche Dicke der Hülle sich bestimmt. 

Für ein kugelförmiges Gefass kann man einen ähnlichen Gang 
einschlagen; man findet dort 

3 = 1 Po ^ Pi 
2 So+Po 

unabhängig von den Radien. 

342. Die. Gleichungen des Gleichgewichtes (Nro. 337) geben, 
indem ma,^ die erste mit f , die zweite mit i;^ die dritte mit C^^- 
Jiplicirt, addirt, endlich [mit dxdydz multiplicirt und ülfer das 
ganze Volum des Körpers addirt, Glieder von der Form z^ B. 



/// 



^Jdxdydz. 



Durch theUweise Integriiilon erhält mao hierans 
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Hier sind X ' und X " die Werthe von X an den beiden Grenzen 
von x; X^xdz ist die nach y gerichtete Componente des Druck6 
auf die Fläche d x d 2. Ist d F" das Element der Oberfläche des Kör- 
pers, dessen Projection auf die x, z Fläche das obige dxdz ist; ist 
ß^' der Winkel^ welchen die Normale ausserhafb des Körpers mit 
der Richtung y bildet , beides beim Eintritte* von y und ebenso 
dF^ und ß^ für den Austritt des y aus dem Körper, so ist 

dxdz=;dF'cotBi»' = -dF"cos/J", 
und ' 

X/r dxdz- Xy'^r'dxdz=x/rdP' cos /J"-4-Xy"r'dF' cos i»", 
und das. doppelte Integral oben geht über in 



A^ 



dFcos/9, 



dieses Integral über die ganze Oberfläche des Körpers ausgedehnt. 
Verfahrt man ebenso mit allen andern Gliedern,, so Qrhält man fiir 
die mit $ multiplicirten Doppelintegrale , das Integral 

/(X^ cos a + X^ cos /? -h X^ cos y) ? d F; 

wo a, /?, 7 die Winkel der Normalen n des Elementes der Oberfläche 
mit den Axen x, y, z sinfd. Nun ist aber nach Nro. 27-4 a 

X^cosa-f-XyCos/?-l-]5^cosy=N^, 
der Cömponenten der Spannung in der Oberfläche zerlegt nach x, 
und also das obige Integral 

/N^dFr 

und für die oben angegebene Summe'erhält man 

• /(N,l-fN,i? + N,f)dF= -■ . 
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WO das erste Integral üb^r die ganze Oberfiäclie, das ^eiCe über 
das ganze Voluni V des Körpers anszndehaen ist und angenommen 
ist, es seien keine Kräfte f vorhandeü , :iifelohe aaf die Masse des 
Körper» wirken; sind solche vorhanden, so kommt zor linken Seite 
dieser Gleichung noch die Summe der Arbeiten aller an der Masse 
des Körpers thätigen Kräfte . . 



///^ 



Das erste Integnal ist die Summe der Arbeiten der äusseren 
Züge an der Oberfläche des KS^rpers flir die eingetretene Verseife-, 
bung dieser 'Oberfläche. Das zweite Integral soll noch umgeformt 
werden. 

Setzt man för T^ ; t^; t^; t^ + t^ etc. die Werthe 
dx dy '' dz dy dx 

aus Nro.335 (63) und (64), so erhält man für den mitdV multipü- 

cirten Ausdruck in dem zweiten Integrale 

^(X,* + Y/ + Z.» + 2X/ + 23C.' + 2 Y.») - 

-I^Otx + Y. + Z.). 
Es ist aber ' - 

x.'^"V^-z/ = z^ 

und • X^-:HYy"HZ,5=(3;i.-f-2/»)*, . 

Daher der obige Ausdruck 

Die Summe der Quadrate der Spannungen in drei aufbinander 
rechtwinklichen Ebenen ist nach Nro. 276 e unabhängig von der 
Richtung der Coordinatenß.xen ; man kann also fUr X, Y« Z auch 
die H^uptspannungen in dem betreflFend^n Punkte nehmen. Sind 
dann «t , e, » ^s ^^^ Hauptausdehnungen » so ist 

X = 2* + 2/»ei} Y = i<l + 2ji*«^; Z = AJ4-2/*e,^ 
was 
X»-hY»4-Z'=3i»*'4-4it*Aa(e4+«24-«^)+4/tt«(e,*^-€i»^^ 

= Ar(3;i + 4/*)a'4-4ii**(fii*-hej*+«j^) 
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gibt Daout .wird endlich die o]bige Gleichung ^ 
/(NJ + N^i7 + NJ)dF=yi;i(J* + 2/ii(^,^ + «,^+^3')]dV. 

gibt Der^Aoj^draoH i^echts ist die Arbeit der innereo Kräfte durch 
die erfolgten AasdehnongeD aosgedrockt Man sieht aus dieser 
Gleichung, dass S durchaus Null, das Volumen also ungeändert sein 
kann, und dass doch eine Arbeit der inneren Kräfte vorhanden sein 
kann, welche zu ihrer Hervorbringung eine Arbeit äusserer Kräfte 
verlangt. Biess ist zum Beispiel der Fall bei der Torsion (Mro. 339). 

1 1 

Öort ist i = 0; «^ = 0; e, = -r- ar und «3 = — — ar;undeswd 

das Integral 

/»a^rMV . 

= Ma^Q, 
wenn Q das Trägheitsmoment des K{5rpers für die x Axe ist , das 
Volumen für die Masse gesetzt. Ist das statische Moment der 
äusseren Kraft, welche diese Drehung hervorgebracht hat, für die x 
Axe gleich Pp; so ist die Arbeit dieser Kraft bei dieser J)rehung 

Ppal, 
woraus man den Torsiopswink«l a gleich 

Ppl 

findet. 

• 343. Sind die auf die Oberfläche Mrkenden Zöge oder Drücke 
gegeben, so ist man meistens genöthigt, noch einige weitere An- 
nahmen zu machen, über deren Zulässigkeit die Vergleichung der 
erhaltenen Resultate mit den Erscheinungen an den diesen kräfben 
unterworfenen Kc^rpem entscheiden muss. £^ sei «^ dib eben ge- 
krümmte Axe eine«, elastischen Körpers, von. welefaer vorausgesetzt 
ist» sie gäie durch die Schwerpunkte der- zu Ihr normalen Quer«- 
schnitte des Körpers; auf diesen wirken nur Kräfte; welche in der 
Ebeue durch Sj^ gehen, weldbe also dieseAxaniqhtin» dieser Ebene 
verschieben. 

Es seien Xo nnd jo die Coordiaaten eines Punktes dieser Axe 
in der Ebene dmCch Sq , ehe die äusseren Züge, oder Drücke ange^ 
braebt sind; x,<7 sei^n die Goordinat»i deaeelhma Punktes des 
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Körpers, nacbdeiü diese angebracht^ und der Körper, sich gebogen 
bat ^1^ und g seien die Krümmungshaibmesser der Axenlinie an 
diesem Punkte vor und nach der eingetretenen Biegung. Ein Ele- 
ment, das um z normal von der Aze weg liegt, in der Richtung 
von (Tq gemessen, habe vor der Biegung die Länge 



ds'o = dSori+— ), 



WO also für z gleich Null dso aus ds'o ^f<l* Nach der Biegung 
wird dieses Element die Länge 

ds'z=d8ri+-^) 

haben, wo eine etwaige Aenderung von z vernachlässigt ist, und 
angenommen ist« die Querschnitt^, welche vor der Biegung recht- 
winklieh auf d Sq an dessen Enden stehen , seien auch poch nach der 
Biegung rechtwinklich auf ds. * 

* Dann wird die Ausdehnung des Elementes ds' sein 
_^ ds^-ds^o _dsV . 

ds'o ds'o"" • 

""dSo L ^\Qo ?>'J 
nahezu, wenn mati ^o P^^ Q. ^ ^^^ g£0&^ gegen z annimmt, was in 
den Anwendungen inmier der Fall sein wird. 

Die Spannung, welche sich hieraus ei^ibt, ist ^ • 

-.=<(' -[ir4])-']- « 

WO E der Eladticitätsmodul ist. 

Sind P, und P^ die Oomponenten der an der Oberiäche des 
Körpers angebrachten Züge nach s Und z , vom Anfange des Kör- 
pers bis zu einem Querschnitte, welcher normal auf die Axe bei 
z, 7 durch diese gelegt wird; so müssen die in diesem Quer- 
schnitte anzubringenden Spannungen mit den Kräften iP^, P^ das 
durch den gedachten Querschnitt getrennte Stück des Körpers m 
der gebogenen Lage erhalten, Gleichgewicht hervorbringen. Ist 
M das statische Momei^ der Kräfte P^» P. in Beziehung auf eine 
durch X, 7 gehende Axe normal zur Ebene^Zr7, istl) die Bveite 
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des E(hpei8 bei x, y, z rechtwiDklich auf die Ebene x, 7; ist S, 
die taog^Dtiale Sp^iDung in dem Punkte x, 7, z in der Richtung 
von z; so sind die Bedingungen des Gleichgewichtes des durch den 
betrucbteten Querschnitt abgeschnittenen Stückes des Kdrpers 






S.bdz + P. = 0, (b) 

Xbdz + P. = 0, . . (^) 

-./S.bzdz + M:=0, ' (d) 

wobei alle Integrale über den ganzen Querschnitt auszudehnen sind. 

Die zweite dies^ Gleichungen lehrt die Summe der tangen- 
tialen Spannungen in jedem Querschnitte kennen ; sie ist gleich der 
negativen Summe der Componenten aller auf das abgeschnittene 
Stück wirksamen Kräfte in der Richtung vou z. 

Substituirt man den oben gefundenen Werth von S^ , wofür in 
Zukunft der Kürze wegen nur das Zeichen 3 gesetzt werden soll, 
so erhält man mit Rücksicht darauf, dass die Ordinate z vom 
Schwerpunkte ausgeht 

wo q den Querschnitt des Körpers, bei x, 7 reohtwinklich aufs be- 
zeichnet. 

Ja der Aze selbst wird die Spannung 

daher q _ P. 

ÖJ) — **• . . ^ 



Setzt iAaA mm 



. (0 

ds /-l 1 



■S = S.H-S.w.S.=E5l.(i--). (g) 

80 wird die Gleichung (d) 

/s4bzdz=:M,^ 
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Set2t'man 

/bz'dz = qk', 

welches das Trägfaeitsmoment des Qaerschnittes iti BezielmDg auf 
die durch x, y parallel b gehende Axe ist, so kann man obige 
Gleichung schreiben 

Siqk^ = Mz. (k) 

Diese Gleichung Jehrt S^ kennen, worauf (g) die Gesammtnormal- 
spannung bei x, y, z kennen lehrt. Damit sind diese Normalspan- 
nungen im ganzen Körper bekannt, wobei aber bei der Berechnung 
von Mf P^, P^ von den Aenderuogei) der Goordinaten d^r Angriffs- 
punkte- der Kräfte durch die. Biegung abgesehen wird, was. für die 
Anwendungen immer zulässig ist. - 

ds 
Bedenkt man, dass -z — eine immer nur sehr wenig voü 1 ver- 
dso 

schiedene Zahl ist, so kann man 

. EffirE-:^ 

, d S(j 

setzen ^ und dann gibt die Gleichung (h) 



e Eqk' ^0 

welcher Gleichung man sich zur Bestimmung def" tt^tm d^s geboge- 
nen Körpers bedient. , 

Spannungen in einem reehteckigen, gleichförmig belasteten 
horizontalen Balken. 

344. Ein Balken von rechteckigem Querschnitte liegt mit bei- 
den Enden auf, so dass seine Längenaxe horizontal ist, und ist 
gleichförmig belastet; die Spannungen und Pressungen in Ihm an« 
zugeben. 

Legf man durch die Längenaxe des Balkens eine verticale 
Ebene^ so ist um diese alles symmetrisch, tn dieser £ben6 und in 
der Längenax.e nehmenrwir die Axe d^r x, vertical abwärts die Axe 
der z, rechtwinklich auf beide" die Axe der y , den ürsprmig der 
Goordinaten in der Mitte der Axe. 

Ist p die Belastung des'Balkens auf die Längeneinheit der Axe 
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z, ist 21 die Entfernung der beiden ünterlager, so ist pl der Druck 
auf jedes dieser beiden Lagef . 

Damit wird X^ IPcür z = 0, was mit Sq der vorhergehenden 
Nummer gleichbedeutend ist, gleich Null, weil keiiiQ Kraft in der 
Richtung ;^ auf den Balken wirkt. In 4er LängenaxQ x ist daher , 
keine Normaispannung vorhanden. 

Für den Punkt x, i wird das Moment der biegenden Kräfte 

pI(H-^)-P^^=f(l*-x'). 

wa& nach der Gleichung (k) der vorhergehenden Nummer gleich 

X,qk' 

, 35 . ; 
sein muss. . 

Man hat daher 



Diese Gleichting zeigt, da6s die Normalspannung in den zu x 
normalen Ebenen am grössten ist für den grössten Werth von £, 
d. h. für die unterste Schichte des Balkens. Für z = , die Län- 
genäxe, wird sie Null, und in der obern Hälfte ist sie negativ, das 
heisst, dort findet Pressung statt, welche in der obersten Schichte 
denselben Werth hat, wie die Spannung in der untersten. 

In den> verschiedenen Querschnitten normal zu x erreicht die 
Spannung und Pressung die grössten Werthe färx==0, also für 
den mittleren Querschnitt; in den äussersten« fiir x== ±1 ist die 
Spannung unabhängig von z gleich Null. 

Versucht man mit diesem genäherten Werthe von X^ die an- 
dern Spannungen in dem Balken zu bestimmen, so ergeben die 
Gleichungen (63, Nro..272), wenn man Y gleich Null setzt, mit 
f ==*0 fürs Gleichgewicht 

qk* dz 

dx. dz. 

i-H ^=0. 

vdx dz 

Die erste von diesen gibt 
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V -_P 



WO C eine FonctioD too x seki kann. Dm lA« io der obern md ia 
der imteni EodlUelie des Balkeas» wdche bei x = ±h sein radgen, 
« keine tangentialen Spannungen von anasen angelHaclit sind, so 
nnsa Ar z = ± h die Spaonong X. maUiangig Ton x glekh N^ 
werden; dai^ wird 

Dieser Wertb Ton X, nmss der Gleichong (c) der Torbeigelienden 
Nanuner eotqvrechen, welche wird 



-^ ßo^*-'^')^'^+v^=o- 



Es wird aber das Integral — 5 — , während qk* = — bh' ist^ wo- 

dorch diese Gleichong identisch^wird. 

Die aweite der obigen Gleichungen gibt non 



2qk'^ -'dz 

woraus 



^.=ifp(''''-ö+«' 



Ist der Balken an der oberen Seite , dh. för z = — h belastet, so 
mnss Z^ f&r Z = — h gleich 

b 

2 

werden« Diess gibt^ wenn man für qk' seinen Werth ^bh^ setzt, 

die Integrationsconstante 



^- 2b^ 



womit volktändig 



_ _V_ 



y(2h*-3h'!t + z*). (c) 



• 4bh 

Ffir di« nntere Seite des Balkens gibt dies« Z, = 0, vie das der 
Aufgabe zufolge sein soll. 
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Die HauptspannuDgen findet man, wenn man dieRichtang der 
einen gegen die x Axe mit g> bezeichnet, indem man zuerst die 
Normalspannung in der Ebene berechnet, deren Normale mit x den 
Winkel y bildet Man hat hierfür (Nro. 278) 

Nj^ = X^cos y * -4- Z^ sin ^* -^ 2X^cos9 sin g> ; 

die ausgezeichneten Werthe hiervon liegen bei den aus der folgen- 
den Gleichaug sich ergebenden Werthe von g), 

0= —(X^ — Zjsin29 4-2X^00829, 

oder _ X^-Z, _ 6(fa^-2^)x 

tanZ,^ 2X. "~ 3(P-x')z+2h»-3h^z+z» ' 

Diese ausgezeichnete Werthe von N^ sind die Hanptspannun- 

7t 

gen; sie liegen in zwei Richtungen, welche um —- auseinander lie* 
gen in der Ebene x, z, da die dritte T = ist. 
Für z gleich ± h wird - 

tan 29 = 0. 

7t 

also y = und gleich -— ; in der obersten und in der untersten 

Schichte liegen, die Hauptspannungen horizontal und vertical und 
fallen mit den oben bestimmten X^ und Z^ zusammen. Für z = 0, 
die sogenannte neutrale Faser, wird 

♦ o' 3x ^ 

tan 2 a = r- , 

. II 

was für ein sehr grosses x gegen h nahe 

2 y = — ■ oder -— gibt, also 

TT - 37t 

9 = -7- oder —r- • 

Gegen das äussere Ende des Ballens hin liegen diäher die Haupt- 
spannungen in Punkten der Axe der x unter Winkeln von 45^ und 
136^ nahe gegen diese' Axe; §ie werden 
— P /^3x 



("±0- 



4b 
Die Hauptspannung unter 45^ gegen die z Axe ist negativ, eine 

HoltsmAiiii, «haortti. Meeluolk. 26 



402 IV. Kräfte an einem Körper, deisen Thelle Tenehiebbar etc. 

Pressung, wogegen die Hanptspanaung unter 135® eine beinahe der 
ersten gleiche Spannnng ist. 

Yersncht man nun aber mit diesen Spannungen die Verschie- 
bungen zu bestimmen , so kommt man hier auf Widersprüche, welche 
zeigen , dass die in Nro. 343 gemachten Annahmen der Natur der 
Sache keineswegs vollständig entsprechen, und daher die Auflösun« 
gen nach ihnen nur als genäherte betrachtet werden dürfen. 

Spannungen in einer elliptischen Feder. 

345. Eine Feder von durchaus gleichem Querschnitte habe, 
ehe äussere Züge angebracht worden, in ihrer Mittellinie die Form 
einer Ellipse; sie werde nach der Bichtung der einen Axe der 
Ellipse durch Kräfte, welche in dieser Axe liegen, auseinander 
gezogen. Die hieraus entstehenden Spannungen .un4 Formände- 
rungen dieser Feder zu bestimmen. 

Die an der Feder wirkenden, einander entgegengesetzten Kräfte 
seien P; die Halbaxe der elliptischen Mittellinie in der Richtung 
von P sei vor der Ausdehnung a, die andere b. 

Schneidet man die Feder zweimal normal auf die Mittellinie 
durch, so dass die Schnitte die Winkel y und xp mit der Axe der 
X bilden, den einen nach der Seite der positiven y, den andern nach 
der Seite der negativen y gemessen ; bezeichnet man mit So und 
S'o die Normalspannungen in der Mittellinie für diese beiden Quer- 
schnitte , und ebenso mit S und S^' die tangentialen Spannungen, 
so wird fürs Gleichgewicht • 

S'oqsiny — eosy/s^bdz + S'oqsini// — C0S1/; /S'^bdz— P=0, 

So qcos y + siny y S^bdz + S'o qcosi/; -- sin t/; /S'^bdx = . 

Da aber So und S^ nur von dem Winkel y. und S'o and S'^ nur 
von yj abhängen können , so mnss 

f P 

S'oqsiny — cos jp / S^bdz= — , 

Soqcos'jp + siny / S'^hdz=^c 
geiu» wo c eine Constante ist. Damit erhält man 
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P 

S'0 q = — sin 5p + ccos y , 



I S^bdz=csin5p — ^cosy . 



Nun niuss fär y und 7t — y die Spannung dieselbe sein. Daher 
c = und 

V r P 

Soq = — siny; /S^bdz= ^cosy. (a) 

Die Spannung S^ in der Mittellinie ist daher immer von gleichem 
Zeichen mit P , während die Summe der tangentialen Spannungen 

TT 

in der Hafte von bis — und von da bis n das Zeichen wechselt; 

7t 

für y = — ist diese Summe gleich Null. 
Die Momentengleichung gibt 

-h /*S'^ b Az [(y— yO cos t/;— (x— x') sin ^] + Py = 0, 
oder 

Da aber S^ nur von y und S'^ nur von y' und zwar ebenso von 
— y' wie ßj von y abhängt, so muss sein 

wo C eine Constante ist. 

um diese Constante zu bestimmen , dient die Gleichung (g), 
woraus 

Schreibt man 

^ für 1 und 1^ = 1. 
ds Q dso ^0 

80 wird diese Gleichung 

Eqk'ldy — dy,>-j^J==Cds— yyds- 

26» 
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Setzt man aus (a) in dieser tind der vorhergehenden Nnmmer 



«'s 4_^ So . L P • 



SO wird 



Eqk'(d5p— -d^o) — — k*sinydg)o = Cd8--— yds. 

Da nun 9) von 90 nur um sehr wenig verschieden sein. kann, so 
wird man annähernd sin^^d^), für sin 9) d 9)0 setzen , woraus für die 
halbe Feder sich ergibt 

Pk' = Cs-|-y*yd8, 

wo s die Länge der Mittellinie der halben Feder ist. 

Für die Berechnung von s vernachlässigt man die Formände- 
rung. Setzt man 

x;=a8in;ij undy = bco8x, 
so wi^d * 

8 = 2ayyi-e'sinx'clx=2aE^« 

wo ,1)' 

ist und E^^y das bekannte zweite elliptische Integral ist. Femer ist 

yyds = 2abycosxy^l--e'8iux^ d^, 

was sich mit e sin ^ = w auf ein bekannfes Integral redacirt ; es ist 
/yds = — arcsine-f-ab V 1— e'. 

Daraus erhält man andlich 

C = --^-T rb(VT=T' + iarcsine)-— ]• 
4E Ä t e ^ a J 

*'T . - 

Für ein Xettenglied aus Rundeisen vom Durchmesser d findet 
man mit 

a=l,89; b = 1,259 zunächst e* = 0,5178 und 
e = 0,7196. 
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4 

Damit wird E « = 1,3421, O = 0,4086P9 
•'7 

und Slik! = (^o.40869-|)p. 

Daraus ergibt sich die normale Spannung 

(0,40869— |-)Pz 

S = S.4-S. = — 8iny + ^p 

Im Scheitel erhält man für z = — 

S=3,27 — 

q 

TT , 1,259 . 9 
und für 9 = — also y = — - — und z = — 

JL £t It 

p p p 

8 = 1^+1,73— = 2,23 — . 

2q q q 

Die grösste normale Spannung kommt daher in der äussersten 
Faser in der Axe a vor^ und das Material muss stark genug sein, 
diese Spannung zu ertragen. 

Die Verlängerung der Mittellinie ergibt sich aus 

d8^ds,(l+2^8ing,). 

Setzt man hier wieder ^^ für 9, so wird dso sing) = dx und 

^ ^^ ^ 2qE ' 
wenn 8 und s^ die Längen des vierten Theils der Ellipse sind. 

Bewe^un^ eines elastischen Körpers. 

346. Die Bewegungsgleichungen für einen isotropen Körper 
werden (Nro. 336) 
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Dabei ist ^ dj d« d^ 

dx dy dx 
die Verdichtang an der Stelle x-l-J, J + rjy zH-f, welche ur- 
sprünglich bei X, 7, z lag. Die Verschiebungen sind alle als sehr 
klein angenommen. 

347. Wir antersuchen , ob in einem solchen Mittel eine ein- 
fache , ebene Wellenbewegung möglich ist. Dabei nehmen wir an, 
die äusseren Kräfte auf die Massentheile f seien Null, und setzen 
f = wasin(at4-s), 

iy = w/?sin(at + s), (a) 

f = wysin(at-t-s), 
wo w, a, ß, Y "^d ^ Gonstanten sind, und 

s = mx4-ny-+-pz (b) 

ist, worin wieder m, n, p constant sein sollen, wodurch also be- 
stimmt ist, dass der Bewegungszustand in allen Punkten der durch 
die Gleichung (b) gegebenen Ebene zu gleicher Zeit derselbe sei. 
Dabei schreiben wir noch 

. . m^-l-n'4-p* = P. ^ (c) 

Substituirt man diese Werthe von J, ij, f in die Bewegungs- 
gleichungen, so erhält man « 

(X + /ä) m(am -f- /Jn -h y p) 4- a (giV — J a^) = , 
(A + iii) n (a m 4- /?n + yp) 4- /? (ii*l* — //a*) = , 
(A4-ii*)p(am4-/Jn-f yp)-hy(Ml' — ^aO = 0. 
Eliminirt man y aus der ersten und zweiten dieser Gleichun- 
gen, und ebenso aus der zweiten und dritten, so erhält man 
(jiAl* — 2/a')(an — /?m) = 0, - 

und 0*l'~Ja*)[a(A + iit)mn-l-/?((;i + iit)(n»-f-p') + 

+ j»l»-//a')] = 0. 
Beiden Gleichungen wird entsprochen durch. 

/tl»~Ja^ = 0, (d) 

oder durch an — /? m = , (e) 

wozu die zweite dieser Gleichungen die weitere Bedingung gibt 

/?m^(A4-iie)4-i6E[(A + iii)0'-m') + iiiPz/a»J = 0, 
oder (X'h2fi)V-j9L^ = 0. (f) 
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348. Man erhält also zwei AuflösnDgen, von welchen jede 
eine mögliche Bewegung der durch die Gleichungen (a) gegebenen 
Art gibt. Für die erste ist 



und dabei muss am -I- jff n +.yp = 

werden, welches die Bedingung ist, dass 8, die Verdichtung hierbei, 
Null werde. Diese Wellenbewegung ist daher von keiner Verdich- 
tung begleitet. 

Derselbe Zustand der Bewegung wiederholt sich zu gleicher 
Zeit für s^ und s , für welche 

s' — s = 27r 
ist Diese Ebenen sind parallel und ihre Entfernung ist 
s* — 8 _2yr_ , 

welches die Wellenlänge dieser Bewegung ist. 

In derselben Ebene s wiederholt sich derselbe Zustand der 
Bewegung, so oft at um 2 tt wächst, das heisst für die Zeit 



"^ a "^ 1 ^ [i 



Diese Zeit ist die Oscillationsdauer der Wellenbewegung. 
Die Geschwindigkeit des Fortschreitens der Wellen ist 



l=V5 



Die Componenten der Geschwindigkeit eines Punktes x + 5, y -I- ij, 
z + r erhält man 

-r~-::=aacos(at + 8); j^ = /?acos(at-+-s); 
' Q t dt 

— = yaco8(at4-s). (h) 

Vergleicht man diese mit der Bedingung, dass 

am + /?n + yp = 
sein muss, und mit der Gleichung der Wellenebene 

s = mx-f-ny + pz, 
so sieht man, dass die Schwingungsrichtung der Wellenebene pa- 
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rall^l geht, also normal zu der Bichtang, nach welcher die Wellen- 
bewegung fortschreitet, die Schwingungen sind transversale. 

349. Die zweite Auflösung gibt 

a^_A_j-2^ 

als das Quadrat der Geschwindigkeit, mit welcher diese zweite 
Wellenbewegung fortschreitet. Die Gleichungen (h) geben mit der 
Bedingung (e), welche für diese Bewegung erfüllt sein muss, welche 
in die drei zu erfüllenden Bedingungsgleichungen substituirt noch 
die andern geben 

yn-/?p = 0, 

die Schwingungsrichtung normal auf die Wellenebene; die Schwin- 
gungen geschehen in der Richtung, in welcher die Welle fortschrei- 
tet , sie sind longitudinale. 

350. Man sieht , dass für die transversalen wie für die longi- 
tudinalen Schwingungen die beiden verschiedenen Fortschreitungs- 
geschwindigkeiten der Wellen unabhängig sind von der OsciUa^ 
tionsdauer und von der Amplitude. Jede anfangliche Erschütte- 
rung^ wird sich darstellen lassen, als entstanden aus dem Zusam- 
mentreffen solcher ebenen Wellen, von welchen die einen, die 

.longitudinalen von Verdichtungen begleitet sind, während die an- 
dern , die transversalen , keine solche geben. Aus dieser anfäng- 
lichen Erschütterung werden dann für jeden Erschütterungspunkt 
zwei kreisförmige Wellen mit verschiedenen Geschwindigkeiten 
fortschreiten (Nro. 326) , von welchen die eine den longitudinalen, 
die andere den transversalen Schwingungen angehört. Die Bewe- 
gung an jedem Punkte wird sich betrachten lassen als. die durch 
das Zusammentreffen, die Interferenz, aller dieser Wellen in jenem 
Punkte als Resultirende sich ergebende Bewegung. 

351. Mit einem verticalen cylindrischeu Drahte, .der oben 
fest eingespannt ist, ist unten die schwere Masse m zu einem festen 
Körper verbunden. Diese Masse wird mit dem untern Ende des 
Drahtes um die vertical bleibende Axe des Drahtes gedreht, und 
dann das Ganze sich selbst überlassen. Die hierbei eintretende 
Bewiegung zu bestimmen. > 
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Sind Xy y, z die rechtwinklichea Coordinaten eines Punktes 
des Drahtes in der Ruhelage , z von der Befestigangsebene in der 
Axe vertical abwärts gemessen; so kann man die Verschiebungen 
dieses Punktes zar Zeit t gleich setzen mit 

5=— ayz; i;= + axz; t=bz. (a) 

Dabei wird b constant sein können , a aber eine Function von t 
nnd von z sein. Die räumliche Ausdehnung an dieser Stelle findet 
man 

5 = b 

also constant. Damit reduciren sich die Bewegungsgleichungen, 
wenn die auf den Draht wirkende Schwerkraft ausser Acht gelassen 
wird, auf 

d'Caz) ,d*(az) 

'^-d^^^-dT^-- 



Das allgemeine Integral dieser Gleichung ist 

wo F und f zwei willkührliche Functionen sind und v' = ^ ist. 

Für z = Omuss az unabhängig von der Zeit Null bleiben, 
woraus 





F,. = -f-... 


und i^lso für t = t - 


z 

V ■ . 




F,,_. =-f._,, 


oder 


az = F,.+.-F,._, 



wird. 

Ans den Werthen von J und r] sieht man, dass az der Winkel 
ist, «m welche der bei z liegende Querschnitt des Drahtes gegen 
seine Ruhelage verdreht ist. Der Torsionswinkel bei z, das heisst 
der Winkel, um welchen zwei um die Längeneinheit vertical unter 
einander liegende Querschnitte gegen einander verdreht liegen wür- 
den, wenn die Verdrehung auf diese Strecke dieselbe wäre, welche 
sie bei z ist, ist 

d(az) 
dz * 
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Ist der Werth dieses TorsioDSwinkels gleich & fär das untere 
Ende des Drathes , das bei z = I liegen soll , so ist zar Erhaltang 
dieses Torsionswinkeis im> Gleichgewichte das statische Moment 
fiQS' erforderlich, worin Q das Trägheitsmoment des Qaerschnittes 
des Drahtes normal auf z ist (Nro. 342). umgekehrt wird bei dem 
Torsionswinkel ^ das statische Moment fiQ9 den Draht in seine 
Rahelage zurückzuführen suchen. Für die am untern Ende des 
Drahtes befestigte Masse m ergibt sich hieraus die Bewegungs- 
gleichung* 

wenn Q^ das Trägheitsmoment der Masse m für die Axe z ist, und 
1 für z gesetzt wird (Nro. 161, Gleichung 29).- 

Versucht man 

F^^ = Asinnvt 

zu setzen , so wird 

az = 2Acosnvtsinnz (d) 

und also 

^(^2.) „. ^ d^(az) OA 2 2 

— ^ — ^ = 2Ancosnvtco8nz; — , , = --2Än*v*cosnvtsmnz. 
dz dt 

Substituirt man diese Werthe mit z = 1 in die Gleichung (c), 
so gibt diese die Bedingungsgleichung 

^ = nvHannl, (e) 

aus welcher man n mit dem früher bestimmten Werthe von v* er- 
hält. Ist Q^ sehr gross gegen jitQ, so wird, weil auch v* immer 
sehr gross ist, n sehr klein, so dass man nl für tan nl setzen kann. 
Damit wird der Winkel 9, um welchen daß untere Ende des Drahtes 
gegen die Ruhelage zur Zeit t verdreht ist, und also auch die auf 
diesem Ende festsitzende Masse m 

y = al=^2AnlQ0snvt. (f) 

Die Dauer einer ganzen Oscillation wird hieraus 

nv fiQ 
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Wird fi durch das Gewicht einer schweren Masse fi^ angegeben, so 
ist jii = ]»! g> wo g die Beschlennigang der Schwere ist. 

362. Ist keine Masse am antern Ende des Drahtes befestigt, 
also m und damit Q|^ gleich Null, so muss für z = I 

d(az)_ 
dz 
sein. Setzt man hier wieder 

F^^ = Asinnvt, 
und also az = 2Acosnvtsinnz, 

so wird die Bedingungsgleichnng (c) 

|iiQcosnl = 

und dazu , 2 a H- 1 

nl=— y-TT, 

wo a eine ganze Zahl ist. 

Hier wird az = unabhängig von t f&r 

2b, 
z = — 7I, 

2a+l ' 

wo wieder b eine ganze Zahl vorstellt, also für z = 0, was für 

jeden Werth von a der Fall ist. Ist = 0, so findet a = für 

keinen andern Werth von z statt ; ist 

2 
a = 1, so wird a gleich Null für z = ~ 1 ; 

2 4 

a= 2, so wird a gleich Null für z = -r- 1 und für z = -=- 1; 

5 o 

und so weiter; diese Entfernungen geben die Schwingungsknoten 

für diese drehende Bewegung an. 

Die Dauer einer ganzen Oscillation ist 

41 _ 41 -t y^J 

""(2a4-l) V^ fi' 



TZ=z 



(2a+l)v 
Die Zahl der Oscillationen in der Zeiteinheit ist für 

a = gleich Jj-Ve.; 

a = 1 gleich — y ^ und so fort. 
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Die Wellenlänge ist 



2a-hr 

4 4 

also 41 oder -^loder-r-1 cls. w. je nach dem Werthe von a. Die 

Wellenlänge ist wieder die doppelte Entfemang der Scfawingongs- 
knoten. 

Die Bewegung kann betrachtet werden als entstanden dnrch 
die Darchkrenzong oder durch die Interferenz der beiden Wellen- 
zage 

. . 2a-hl i^vt^ z\ 

und ^ . 2a-hl /^vt z\ 

Asm— ^.r(^y-^j, 

oder der beiden 

Asin27rr — \-j^ und Asin27rr ^\ 

von welchen der letzte in der Richtung der z fortschreitet, der 
erste dem z entgegen » und von welchen man den letzten als tlareh 
die Reflexion des ersten an der festgehaltenen Stelle z = entstan- 
den » betrachten kann. 



rm -^ > Jf .»taf*r » '^ ^ 
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